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ABSTRAK

Kalkulus fraksional merupakan cabang dari matematika yang mempelajari berbagai cabang, yaitu
integral dan turunan fraksional. Peneliti memfokuskan tentang konsep turunan fraksional
khususnya fungsi polinom. Tipe turunan fraksional ini terdiri dari turunan fraksional tipe Riemann-
Liouville, turunan fraksional tipe Caputo, dan turunan fraksional tipe Grunwald-Letnikov. Dalam
karya ilmiah ini, turunan fraksional dibatasi pada turunan fraksional tipe Riemann-Liouville dan
tipe Caputo. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk membandingkan turunan fungsi polinom
dengan menggunakan turunan fraksional yang berbeda, serta mengkaji kelebihan dan kekurangan
pada penggunaan kedua konsep itu. Metode penelitian yang digunakan yaitu studi literatur. Hasil
yang diperoleh yaitu semakin besar orde fraksional yang diberikan pada turunan fraksional tipe
Riemann-Liouville, semakin kecil hasil turunan yang diperoleh. Sedangkan pada turunan
fraksional tipe Caputo, semakin besar orde yang diberikan, semakin besar pula hasil turunan yang
didapatkan. Selanjutnya, terdapat kelebihan dan kekurangan pada kedua konsep turunan fraksional
ini. Adapun kelebihannya, yaitu penggunaan turunan fraksional diterapkan dengan menggunakan
fungsi gamma agar memperoleh hasil yang praktis pada penggunaan fungsi polinom. Sedangkan
kekurangannya, yaitu pada turunan fraksional tipe Riemann-Liouville mengalami kendala
memodelkan peristiwa dalam dunia nyata sehingga diperlukan turunan fraksional tipe Caputo
sebagai alternatif.

Kata kunci : fungsi polinom, integral fraksional, kalkulus fraksional, turunan fraksional

1 PENDAHULUAN

Kalkulus fraksional merupakan ilmu yang mempelajari tentang turunan dan integral
fraksional. Kalkulus fraksional pertama kali dikemukakan oleh Marquis L’Hopital pada tahun
1695 (Pratap, H., Kumar, S., & Singh, G., 2024; Farid, G., 2021; Srivastava, 2020). Awal mulanya
muncul kalkulus fraksional yaitu pembahasan ringan antara L’Hopital dan Gottfried Wilhelm

Leibniz (1646-1716) tentang arti dari notasi Leibniz yang popular, yaitu % untuk turunan orde
n € Ny untuk n =% (Srivastava, 2020; Janan, S., Janan, T., 2024). L’Hopital bertanya kepada
Leibniz, “Bagaimana hasilnya jikan = % ?” Leibniz merespon pertanyaan L’Hopital bahwa ini
akan menjadi sebuah paradoks yang konsenkuensinya akan diputuskan (Johansyah, dkk, 2017).
Selanjutnya, kalkulus fraksional ini dipelajari oleh para matematikawan lainnya seperti Euler,
Laplace, Fourier, Lacroix, Abel, Riemann, dan Liouville (Johansyah, dkk, 2017). Penerapan dari
kalkulus fraksional terdapat hampir semua disiplin ilmu pengetahuan dan teknik modern, misalnya
dalam bidang reologi, viskoelastisitas, akustis, optik, kimia dan statistika fisika, robotika, teori

kontrol, teori elektro dan mesin, bioteknologi, dan lain-lain (Farid, 2021; Srivastava, 2020).
Penerapan ini juga termasuk pada salah satu cabang kalkulus fraksional, yaitu turunan fraksional.
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Johansyah, dkk (2017) menjelaskan bahwa ada beberapa pendekatan atau definisi terkait
turunan orde fraksional yaitu pendekatan turunan fraksional tipe Riemann-Liouville, pendekatan
turunan fraksional Caputo, dan pendekatan turunan fraksional tipe Grunwald-Letnikov. Pada
penelitian ini memfokuskan pada penggunaan konsep turunan fraksional tipe Riemann-Liouville
dan Caputo karena peneliti mengeksplorasi apakah penggunaan kedua konsep ini memiliki
perbandingan yang sama atau berbeda dalam penerapannya. Fungsi polinom atau polinomial
merupakan dasar dalam berbagai disiplin ilmu dan teknik yang memiliki banyak manfaat di era
modern saat ini (Geeks for Geeks, 2024). Fungsi polinomial merupakan fungsi yang memiliki
banyak suku dalam peubah bebas (Azis, 2021). Banyak bidang pada penggunaan pada fungsi
polinom ini seperti bidang teknik dan mesin, keuangan dan ekonomi, fisika dan matematika
terapan, grafik komputer dan pengolahan gambar, sistem pemrosesan sinyal dan komunikasi, dan
lain-lain. Fungsi ini termasuk hal mendasar dalam teknologi dan konstruksi yang memungkinkan
pemodelan dan pengoptimalan skenario dunia nyata (Geeks for Geeks, 2024).

Beberapa penelitian yang membahas tentang turunan fraksional yaitu turunan fraksional tipe
Riemann-Liouville, tipe Caputo, dan tipe Grunwald-Letnikov yang mengkaji dari berbagai
penerapan. Saha Ray (2009) dalam Scotton (2024) mengkaji tentang permasalahan 1 dimensi dan
2 dimensi difusi dengan menggunakan turunan fraksional tipe Riemann-Liouville. Selanjutnya,
Moreira, dkk (2019) dalam Scotton (2024) membahas tentang solusi numerik untuk persamaan
adveksi-difusi dengan 3 dimensi menggunakan turunan fraksional tipe Caputo yang diterapkan
pada penyebaran polutan di atmosfer. Banerjee dan Biswas (2022) mengajukan model fraksional
yang berkaitan dengan turunan Caputo dan Grunwald-Letnikov untuk mendeskripsikan tentang
dinamika Covid-19. Scotton (2024) membahas tentang penerapan turunan fraksional tipe
Grunwald-Letnikov untuk persamaan diferensial orde satu. Penelitian Johansyah (2017) yang
membahas tentang analisis turunan dan integral fraksional fungsi pangkat tiga dan fungsi
eksponen. Pada artikel ilmiah ini dibahas perluasan dari hasil Johansyah, yakni turunan fraksional
untuk fungsi polinom dengan pangkat lebih tinggi. Karena adanya keterbatasan pembahasan dalam
penulisan artikel ini, maka peneliti hanya memfokuskan pada turunan fraksional tipe Riemann-
Lioville dan Caputo khususnya penggunaan fungsi polinom.

Adapun tujuan dari penelitian ini, yaitu membandingkan turunan fraksional tipe Riemann-
Liouville dan Caputo pada fungsi polinom serta mengkaji kelebihan dan kekurangan dari masing-
masing turunan tersebut. Selanjutnya, perbandingan kedua konsep turunan fraksional ini meninjau
dari berbagai orde sehingga apakah hasil kedua turunan fraksional yang diperoleh bernilai sama
atau tidak.

2 METODE
2.1 Studi Literatur

Metode penelitian yang digunakan peneliti yaitu studi literatur terkait dengan penggunaan
buku dan artikel ilmiah yang khususnya berkaitan tentang integral dan turunan fraksional.
Selanjutnya, penulis mendefinisikan konsep dasar fungsi gamma dan beta serta konsep turunan
fraksional tipe Riemann-Liouville dan Caputo dan membandingkan penggunaan kedua konsep
turunan fraksional yang disajikan dalam tabel serta menyajikan kelebihan dan kekurangan pada
penggunaan kedua konsep turunan fraksional.

2.2 Konsep Dasar Fungsi Gamma dan Fungsi Beta

Sebelum membahas tentang integral dan turunan fraksional, terlebih dahulu mempelajari
tentang fungsi gamma dan beta sebagai konsep dasar pemahaman dengan definisi yang diperlukan
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dalam pembahasan artikel ini terkait dengan perbandingan konsep turunan dan integral fraksional
tipe Riemann-Liouville dan Caputo.

Definisi 2.2.1. (Kara, Budak, & Hezenci, 2022; Olver, 2010; Garrappa, Kaslik, & Popolizio, 2019;
Kim & Kim, 2020)
Untuk z € C, maka fungsi gamma didefinisikan pada persamaan (1)

I(2) = f et ldt,  Re(z) >0 1)
0

['(z) adalah notasi dari fungsi gamma. Notasi I'(z) disimbolkan oleh Legendre. Notasi lain dari
fungsi gamma yaitu I1(z — 1) dan (z — 1)! (Olver, 2010).

Fungsi gamma dapat direduksi menjadi persamaan (2) (Olver, 2010):

['(z+1)=2z[(z), zeC\Zy (2)

Fungsi gamma juga dapat dituliskan pada persamaan (3) (Srivastava, 2020):
'z)=(=z-1)!, z€eN 3

Pada persamaan (2), fungsi gamma dapat diubah menjadi persamaan (4) (Johansyah, dkk, 2017):
1
M(z)=-T(z+1) (4)

Definisi umum pada fungsi gamma diperoleh pada persamaan (5), yaitu:

f e~tt?7ldt, Re(z) >0
I(z) = io (5)
I['(z+n) _
Lm, ZEC\ZO;HEN
j=

Fungsi ini merupakan salah satu fungsi khusus yang paling dasar dan bermanfaat dalam analisis
Matematika (Srivastava, 2020).

Seperti yang diketahui, rumus Euler untuk fungsi gamma diperoleh pada persamaan (6) (Kim &
Kim, 2020)

o= 1{0+)

n=1

Z

A s (n— 1)' z (6)
(1+E) }_rltggoz(z+1)...(z+n—1)n
dimana z € Z§.

Pada Definisi 2.2.1. ini juga berkaitan dengan penggunaan Definisi 2.2.2. yang didefinisikan
di bawah ini.

Definisi 2.2.2. (Johansyah, Nahar, & Badruzzaman, 2017; Kim & Kim, 2020)
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Fungsi beta 8 (p, q) didefinisikan pada persamaan (7) konvergen untuk g > 0
1

B0 = [0 - 07t e(@) > 0,%e(g) > 0 )

0

Hubungan antara fungsi gamma dan beta diperoleh pada persamaan (8) :

_I'(»riq) (8)
@9 =11

3 HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1 Turunan Fraksional Tipe Riemann-Liouville dan Sifati-Sifatnya

Turunan fraksional tipe Riemann-Liouville ini membahas beberapa definisi dan sifat-sifat
turunan fraksionalnya yang berdasarkan konsep dasar integral fraksional Riemann-Liouville yang
disajikan sebagai berikut:

Definisi 3.1.1. (McTier, 2016; Ortigueira & Machado, 2015; Albadarneh, dkk, 2021; Srivastava,
2020; Yaremko, O., & Yachmenev, A., 2023; Farid, G., 2021)

Misalkan ¢ € R, maka didefinisikan integral fraksional tipe Riemann-Liouville orde ¢ pada
persamaan (9) dan (10)

RL;¢ _ L i _ -1 . 9
6 = f (= DFF(Ddt (x> @€ > 0) ©)

dan

b
FLf(x) = f(t —x)SHf(Odt (x < b;E > 0) (10)

1
I

Pada dasarnya, Definisi 3.1.1. ini membahas tentang integral fraksional tipe Riemann-
Liouville yang merupakan konsep dasar penggunaan turunaan fraksional khususnya tipe Riemann-
Liouville dan Caputo.

Definisi 3.1.2 (Ortigueira & Machado, 2015; Albadarneh, dkk, 2021)

Turunan fraksional tipe Riemann-Liouville untuk Dflf dan Dgf orde ¢ € R{ didefinisikan
pada persamaan (11) dan (12)

dengann =[]+ ;x> a ’
dan
n n b
%) RL Z—ff(x) _ ﬁ(_ %) _f(t — ) EL () de (12)
dengann =[] + 1; x < b, dimana [¢] artinya bagian atau grde integral dari &.

“DEf () = (-
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Dari Definisi 3.1.2. yang dibahas pada artikel ini yaitu pada persamaan (11). Selanjutnya,
pada persamaan itu dapat kita gunakan untuk menyelesaikan persoalan turunan fraksional tipe
Riemann-Liouville dan Caputo pada fungsi polinom yang disajikan secara praktis pada Definisi
3.1.3. dan Definisi 3.1.4.

Definisi 3.1.3. (Albadarneh, dkk, 2021).
Misalkan fungsi polinom f(x) = (x — x,)? dengan 8 > —1, definisi integral fraksional tipe
Riemann-Liouville untuk fungsi polinom dibentuk pada persamaan (13)
)6 = rg+1) (x — xg)P (13)
rg+é+1)
Pada Definisi 3.1.3. yang membabhas tentang integral fraskional ini berkaitan dengan Definisi
3.1.4. tentang turunan fraksional tipe Riemann-Liouville yang didefinisikan di bawah ini.

R g(x — Xo

Definisi 3.1.4. (Albadarneh, dkk, 2021; Garrappa, Kaslik, dan Popolizio, 2019).
Turunan fraksional tipe Riemann-Liouville pada fungsi polinom, yaitu:

(g + 1)
RLDS (x — x P T e x)BE (14)
jikap—¢&¢N
Adapun sifat-sifat turunan fraksional tipe Riemann-Liouville khususnya penggunaan
turunan fraksional Riemann untuk x < a antara lain (Albadarneh, dkk, 2021):
a. Jikaé > 0dan ¢ > 0, maka
RL]a]gf(t) RL f"’(f(t) (15)
b. Turunan fraksional Riemann-Liouville merupakan invers dari operasi integral fraksional
Riemann-Liouville, sehingga
RDSREF @) = £(0) (o)
c. Jikaé > ¢ > 0, maka
RL ZRL Ef(t) _ RL _qf(t) (17)
d. Misalkan & > 0,n = [£] + 1 dan *4J" "¢ £(¢) adalah integral fraksional tipe Riemann-Liouville
orde (n — §).
1) Jikap € [1,) dan f(t) € *- f:(Lp), maka

RLSREDEF (D) = £(8) (18)
2) Jika f(t) € Ly (a,b) dan *Y* 4 F(0) € Af”[;zc (5] kgr;al;a
o ERLDflf(t) = f(®) - 1—“5 ey (GO (19)
Secara khusus, jika & = n € N, maka: .
RLIEREDEF (1) = (1) - kzlf D e~ aym (20)

e. RLDYf(t) merupakan elemen netral.
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f. Untuk ¢ =n € N, persamaan (9) berlaku untuk bentuk integral ke-n (Garrapa, Kaslik, dan
Popolizio, 2019; Albadarneh, dkk, 2021)

x ty th-1

"rre) = [ d f dt, . f F(t)dt,

a

= 1)' f(x — )" 1f(t)dt (n €N) (21)

Mengenai turunan orde integer, kita dapatkan pada persamaan (22)

DRf() =fM(©) (meN) (22)

dimana f ™ (t) merupakan turunan biasa dari y(t) dengan orde n.

3.2 Turunan Fraksional Tipe Caputo dan Sifat-Sifatnya
Turunan fraksional tipe Caputo disajikan definisi-definisi serta sifat-sifatnya sebagai berikut:
Definisi 3.2.1. (Albadarneh, dkk, 2021)

Misalkan é > 0. Jika f(t) € AC™[a,b], maka turunan fraksional tipe Caputo CDgf(t) dan

CDgf(t) ada hampir di mana-mana pada selang [a, b].

a. Jika ¢ € N, maka CDg f(t) dan CD;: f(t) didefinisikan pada persamaan (23) dan (24)
)

Mn=9 ) @-pir

“Daf(®) = de = "3 D f () (23)

dan

b
(=" f™@)
rh—-8J (x—t)fn+

‘Dif(E) = dt = ()", DA () (24)
dimana D = % dann = [&] + 1.
b. Jika ¢ = n € N,, maka didapatkan definisi pada persamaan (25) dan (26)
DEF(E) = f(8) (25)
dan
“DEf(H) = (D) (26)

Pada Definisi 3.2.1. poin a tentang turunan fraksional tipe Caputo dalam hal ini hanya digunakan
pada persamaan (23).

Definisi 3.2.2. (Garrapa, Kaslik, & Popolizio, 2019)

Turunan fraksional tipe Caputo pada fungsi polinom didefiniskan pada persamaan (27),
yaitu:

“Da (e = x0)f' = pop— gy (x — %) @7)
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Ada beberapa sifat-sifat turunan fraksional tipe Caputo, antara lain:
a. Misalkan & > 0, { > 0, dan n = [¢] + 1 dengan f(t) € L (a,b) atau f(t) € C[a, b], maka

didapatkan pada persamaan (27)
RLyé+1-n

CDgRLgf(t)==f(t)—~—7%;;:%%22(x——a)“-f 28)
Kita peroleh juga pada persamaan (28)
U™ @ =@ (k=01,..,n—1) (29)

b. Misalkan ¢ ¢ N. Jika f(t) € AC™[a,b] (f(t) € C"[a, b], maka didapatkan pada persamaan
(29)
RL g CDgf(t) _ RL ERL g_SD”f(t) — RL f;Dc’}f(t) (30)

c. Sifat elemen netral turunan fraksional tipe Caputo sama dengan sifat elemen netral turunan
fraksional tipe Riemann-Liouville

d. Turunan fraksional tipe Caputo orde bilangan bulat negatif sama dengan penggunaan definisi
integral fraksional tipe Riemann-Liouville. Permasalahan turunan ini sederhana. Faktanya
ekuivalen dengan elemen netral (6 —n — 1 = 0).

3.3 Perbandingan Penggunaan Konsep Turunan Fraksional untuk Fungsi Polinom
Penggunaan konsep turunan fraksional khususnya tipe Riemann-Liouville dan Caputo pada

fungsi polinom disajikan beberapa contoh dan kemudian disajikan dalam Tabel 1 sebagai

5

perbandingan antara kedua konsep itu. Sebagai contoh, jika diberikan orde fraksional yaitu % ; 5

4
dengan fungsi f(x) = (x —1)°, f(x) = (x + 1)3, dan (x — %) dan a = 0, maka lakukan

perhitungan turunan fraksional tipe Riemann-Liouville dan Caputo pada orde yang diketahui
sehingga didapatkan:

3.3.1. Turunan fraksional tipe Riemann-Liouville untuk:
a. &= %dengan masing-masing fungsi f(x) dan x, yang diketahui, maka berdasarkan Definisi 6
pada persamaan (14), diperoleh:

1 rs+1 1
RLDg(x—xo)ﬁ=RLD§(x—1)5=—( T ) (x—1)°"2
r 5+7—1)
r'e6) 9 (6—1)! 9
_F(z)("‘l)z 975310
2 22222Vl
120 1y = 220 (o1
= X = X —
945 63V
32
256 e 11
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1 re+1 1 T4 1
RLDg(x —x0)F =®DZ(x + 1) = (—1)(x +1)°*z= (—S)(x +1)°72
r(s+z-1) r(3)
GO i i=—® i1y
= —(x = X = ——X
5 3 1 15 N
222V gV
16 +1
:?(X‘F )2 al
1 4 7
= @@+ 2

s mn SR ()

(5 —1)! ( e 24 7 128 17
=~ (x-—= =[x — — = X ——
75 3 1 2) 105 ( 2) 35ﬁ< 2)
2222V T VT
_128( 1)3 2x — 1
35 \* 72 2

b. & = ;dengan masing-masing f (x) dan x, yang diketahui, diperoleh:

3 rGs+1 3 I(6 7
RLD;,‘(x—xo)ﬁzRLDg(x—nS=—( 3 ) (x—1)°2= (11) (x — 1)2
61 r(s+3-1) r(7)
6—1)! 7 120 7
1197531 (=12 =1g395 ~(x— 17
2 222722 64
512 -1 512( 13 x—1
693V 693 T
3 r+1 4 3
RLDS (x — x0)# = REDZ(x + 1)3 = ( 3 ) (x+1)°2= (7) (x +1)2
r(3+3-1) r(3)
__@-L (x+1)7 = 6 (x+1)7 = (x +1)7
7531 105 - 35Vn
2222 16
32 x+1
_g(x-Fl)
3 1\* r(4+1) 1+ r'(5) 1\2
(= e e S I T
r(4+5-1) r(3)
5 5
(5—-1)! ( 1\2 24 1\2
=9 7531 x_E) =945 (X_E)
22277V el
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2

2 2
256( 1)2 256( 1) 2x —1

“315vz\ T 2) T315\F o

c. &= gdengan masing-masing f (x) dan x, yang diketahui, diperoleh:

5 r(s+1 5 T(6 5
D e~ ) = MDF(x ~ 1)F = — oL 1)7E = L e 1
r(s+3-1) r(%)
~ 6—1)! o1 g
"mi97531 Y s S0
2 222222V 128
1024 " 4( e
= X — = — (X — -
9009V 9009 4
5 rG+1 r(4
RLDg(x—x0)5=RLD§(x+1)3= ( 5 ) (x+1)°2 (9) (x+ 1)z
r(3+3-1) r(z)
(4 —1)! 1 6 1
=g =31 - +tDI=gz—@x+1)2
22222V 37
64, 1ho O [x+1
= X = —_—
3157 315 T
> 1\* r(4+1) 1\*3 r'(5) 1\2
RLDg(x —x0)f = RLDE (x — —) = —(x — —) = (x — —)
2 r(4+§—1) 2 r(ﬂ) 2
2 3 2 3
(5—1)! ( 1\2 24 1\2
11 9 75 3 1 2) 10395 ( 2)
7227272 75‘5 62 VT
256 ( 1)5_ 512< 1) 2x — 1
~3a65vz V. 2) T 3265\ " 2) | 2n

3.3.2. Turunan fraksional tipe Caputo untuk :
1 &= % dengan masing-masing f(x) dan x, yang diketahui, maka berdasarkan Definisi 7 pada
persamaan (27) diperoleh:

CDg(x—xo)ﬁ= CD(%(x—l) __ 6+ —(x —1)5‘%= F(161) (x—l)g
N r(s-z+1) o r(Z)
— 9 9
x—1)2=-5——((x-1)2
1197531,— 10395 ~—
2 2'2°2'2' 2V 64 VT

512 512 k-1
RPTeN -G Ll e A G e
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1 re+1 r'(4 5
DS (x — x4)P = ‘Di(x +1)° = (—1)(96 +1)°* 2= (7) (x +1)2
(3—7“) r(2)
IEC R NS__6 NS _ 32 8
T753 1 0 T Ios s p
2 2'2'2V¢ 16
32 x+1
_ 24 2
—35(x+1)
¢ 1 1\* r4+1) 1\*2 r'(5) 1,2
S TORVIRER { B\ N (GRS IAE L S Y
2 r(4—1+1) 2 r(g) 2
2 2
(5—1)! ( nZ 24 1\2
xX—z) =g—I\|x—3
9 7531 z) 945(2)
227722 VT
7
_ 256 ( 1)7_256( 1)3 2x—1
“315va 2 T315\° 72 o

2 &= ;dengan masing-masing f (x) dan x, yang diketahui, diperoleh:

3
DE(x — x)® = DR~ 1) = ot D 1y+ = L (3
N F(S—z“)120 F(z)
- “D i 2 em1)p =22 (12
9 75 31 945
22277V 3T 63V
_256 13 x—1
=z D
3
DY (x —x) = DI+ 1P = ey 17 = DD (13
r(3-z+1) r(3)
_ @Dy P17 = =2 (x4 1)
BT S =i SN
2 2 2 8
’ +1
)
3 5
3 1\* r(4+1) 1*z2 1) 1\2
CDE(x—x)B—CDZ -= x—= =—(x—2
0 ( 2> +1)( 2) r(%)( 2)
5
(5 —1)! e 24 1\2
=75 31 ("_E) 105 — (x_§>
2222V 6

628



Prosiding Seminar Nasional Sains dan Teknologi Seri IV
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Terbuka
Vol. 2 No. 2 (2025)

128 ( 1) 128( 1)2 2x — 1
35Vm 2 2 27

3 &= gdengan masing-masing f (x) dan x, yang diketahui, diperoleh:
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Selanjutnya, hasil turunan fraksional tipe Riemann-Liouvile dan Caputo yang diperoleh
disajikan pada Tabel 1 di bawah ini.
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Tabel 1. Hasil Perbandingan Turunan Fraksional pada Fungsi Polinom

Turunan Fraksional

Turunan Fraksional

1) Orde Tipe Riemann-Liouville Tipe Caputo
1 256 x—1 512 4 x—1
= “x-1
2 g;”‘”ﬂ - oz T |
3 512 x—1 256 3 x—1
5 oV
_ 128 x—1
5 1024, fx =1 128 1y
2 9009 7
1 16 x+1 32 , |x+1
5 — 2 —k+1
2 -t / - 35 ¢ )
3 32 x+1 x+1
(x+1)3 = = 1) |Z—= —((x+1)
2 35 (x+1) T 5
5 64 |x+1 g [xt1
2 315 | = m
1 128 NS [2x—1 256( 1)3 2x — 1
2 =3 o 35\" " 2) | 2n

N

=

I

N| =

N——
S

N| W

256( 1)2 2x — 1
315\ " 2 o

512 ( 1) 2x —1
3265\ " 2) | 2n

N Ul

64( 1) 2x—1
5 X 2 21

Dari tabel di atas, terdapat perbedaan hasil penggunaan konsep turunan fraksional tipe
Riemann-Liouville dan Caputo. Hal ini terlihat dari perbedaannya dari penggunaan orde untuk
turunan fraksional yang mengakibatkan hasil turunan fraksional itu khususnya hasil koefisien
pada fungsi polinom berbeda. Selanjutnya, penggunaan orde turunan fraksional ini juga terlihat
naik-turun pada koefisien hasil turunan fraksional. Pada turunan fraksional tipe Riemann-
Liouville, semakin tinggi orde yang diberikan, semakin rendah koefisien yang didapatkan pada
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hasil itu. Sedangkan pada turunan fraksional tipe Caputo, semakin tinggi orde yang diberikan,
semakin tinggi juga koefisien yang diberikan. Pada penggunaan orde yang sama yang ditinjau
dari koefisien yang diperoleh, hasil turunan fraksional tipe Riemann-Liouville lebih besar
daripada hasil turunan fraksional tipe Caputo.

Selanjutnya, kelebihan pada kedua konsep turunan fraksional ini khususnya tipe
Riemann-Liouville dan Caputo yaitu penggunaan turunan fraksional ini diterapkan dengan
menggunakan fungsi gamma sehingga memperoleh hasil yang praktis dan mudah dipahami.
Kelebihan yang lainnya, yaitu pada penggunaan kedua konsep turunan fraksional khususnya
fungsi polinom tidak mengalami perubahan hasil fungsi polinom sehingga penggunaan kedua
konsep turunan fraksional ini sangat efisien untuk digunakan.

Selain dari kelebihan yang didapatkan, terdapat juga kekurangan pada penggunaan kedua
konsep turunan fraksional, yaitu turunan Riemann-Liouville mengalami kendala untuk
memodelkan peristiwa dalam dunia nyata. Hal ini disebabkan karena memerlukan definisi
syarat batas dan nilai awal berorde fraksional. Definisi syarat ini belum mempunyai interpretasi
yang jelas dalam kehidupan nyata sehingga perlu dikenalkan turunan fraksional Caputo sebagai
alternatif (Johansyah, dkk, 2017).

4  KESIMPULAN

Turunan fraksional merupakan bentuk yang paling umum dari turunan integer. Turunan
fraksional tidak hanya dibatasi oleh bilangan bulat, tetapi dibatasi juga oleh bilangan rasional
dengan ¢ > 0. Turunan fraksional tipe Riemann-Liouville dan Caputo pada mulanya berasal dari
penggunaan konsep integral tipe Riemann-Liouville yang berhubungan dengan penggunaan
konsep fungsi gamma. Hasil turunan fraksional tipe Riemann-Liouville dan Caputo pada orde yang
diberikan memiliki perbedaan hasil yang terletak pada koefisien yang diperoleh. Semakin besar
orde fraksional yang diberikan pada turunan fraksional tipe Riemann-Liouville, semakin kecil
hasil turunan yang diperoleh. Sedangkan pada turunan fraksional tipe Caputo, semakin besar orde
yang diberikan, semakin besar pula hasil turunan yang didapatkan.
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