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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji nilai minimum span pada graf hasil operasi korona antara
lintasan dan siklus, yaitu B,,®C,. Pelabelan L(2,1) merupakan salah satu jenis pelabelan yang
menggunakan himpunan titik sebagai domain, di mana setiap titik dipetakan ke bilangan bulat non-
negatif. Aturan dalam pelabelan ini mengharuskan selisih label minimal dua untuk pasangan titik
yang berjarak satu, serta minimal satu untuk pasangan titik yang berjarak dua. Fokus utama dari
pelabelan L(2,1) adalah menentukan label maksimum terkecil (minimum span), yang dinotasikan
dengan 4, ;. Pendekatan yang digunakan dalam penelitian ini meliputi studi literatur, analisis
deskriptif aksiomatik, dan identifikasi pola. Berdasarkan hasil analisis, diperoleh bahwa
Ap1(Ph®Cy) = n + 4.

Kata kunci: Minimum Span, Operasi Korona, Pelabelan L(2,1).

1 PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika diskrit yang memiliki peran penting
dalam berbagai bidang, seperti ilmu computer (Mahardika, 2019), teknik elektro (Annisa &
Muliani, 2020), biologi (Suharini et al., 2023), ilmu sosial (Insani & Waryanto, 2012), dan lain-
lain. Salah satu topik yang menarik dalam teori graf adalah pelabelan graf (graph labeling), yaitu
pemberian label atau bilangan pada elemen-elemen graf (titik, sisi, atau keduanya) dengan
memenuhi aturan tertentu (Gallian, 2022). Pelabelan ini tidak hanya memiliki nilai teoritis, tetapi
juga relevan dalam aplikasi nyata seperti penentuan frekuensi radio (Griggs & Yeh, 1992),
penjadwalan (Rahadi, 2019), kriptografi (Prihandoko et al., 2019), penentuan jalur terpendek
(Komarullah, 2025), dan lain-lain.

Salah satu jenis pelabelan yang banyak diteliti adalah pelabelan L(2,1). Pelabelan L(2,1)
pada suatu graf adalah fungsi dari himpunan titik ke himpunan bilangan bulat non-negatif
sedemikian sehingga dua titik yang bertetangga diberi label yang berbeda minimal 2, dan dua titik
yang berjarak dua diberi label yang berbeda minimal 1. Permasalahan utama dalam pelabelan ini
adalah menentukan nilai minimum dari rentang label (disebut span) yang digunakan, yang dikenal
sebagai nilai minimum span yang dinotasikan dengan A, ; (Griggs & Yeh, 1992).

Berbagai kelas graf telah menjadi objek kajian para peneliti dalam upaya menentukan nilai
minimum span dari pelabelan L(2,1). Diketahui bahwa graf siklus C,, dan graf lintasan B, memiliki
nilai span minimum sebesar 4. Sementara itu, graf bintang S,, dan graf roda I, masing-masing
memiliki nilai span minimum sebesar n + 1, sebagaimana dikemukakan oleh Griggs dan Yeh
(1992). Untuk graf Sierpinski S, ,, dengan nilai m = 2 dan m = 3, nilai span minimumnya tetap
sama, yaitu 4 (Sagala & Susiana, 2017). Selain itu, graf lollipop L, dan graf pendulum P¥
memiliki span minimum masing-masing sebesar 2m —1 dan k+ 1 (Umam et al., 2022).
Informasi tambahan terkait pelabelan L(2,1) juga dapat ditemukan dalam berbagai penelitian lain
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seperti oleh Fatimah et al. (2016), Aminulloh (2019), Halikin & Komarullah (2022), Komarullah
et al. (2022), serta Komarullah (2023).

Prakoso (2023) melakukan kajian tentang pelabelan L(2,1) graf hasil operasi korona
lintasan dan siklus (Ps®C,,) dan lintasan dengan titik lebih dari lima masih menjadi masalah
terbuka, sehingga dalam kajian ini akan berfokus mencari nilai minimum span pada graf yang
sama dengan order lintasan lebih dari lima. Operasi korona dari graf G dan graf H dinotasikan
sebagai G @ H. Graf hasil G @ H merupakan duplikat dari graf H sebanyak |V (G)| kemudian
duplikat dari graf H yaitu H; dengani = 1,2,3,....,|V(G)]| dihubungkan dengan setiap titik ke-
i dari G ke setiap titik di H; (Frucht dan Harary, 1970). Dalam artikel ini, peneliti akan melanjutkan
penelitian dari Prakoso (2023) yaitu mencari nilai minimum span pada graf hasil operasi korona
lintasan dan siklus dengan order dari graf lintasan lebih dari 5.

2 METODE
Penelitian ini merupakan studi teoritis yang bersifat kualitatif deskriptif dengan pendekatan
analitik terhadap struktur graf. Fokus utama penelitian ini adalah menentukan nilai minimum span
pada graf hasil operasi korona antara graf lintasan B,, dan graf lingkaran C,,, yang dilambangkan
dengan B,, ® C,. Proses pelabelan dilakukan dengan mempertimbangkan aturan pelabelan L(2,1),
yaitu:
a. Jika dua titik bertetangga, maka selisih labelnya minimal 2.
b. Jika dua titik berjarak dua, maka selisih labelnya minimal 1.
Langkah-langkah penelitian dilakukan sebagai berikut:
Menentukan kelas graf yang akan diteliti.
Melakukan penotasian titik dan sisi pada graf yang dipilih.
Melakukan pelabelan L(2,1) pada graf yang dipilih dengan order tertentu.
Menentukan nilai minimum span dari setiap pelabelan L(2,1) pada graf yang dipilih dengan
order tertentu.
Menganalisi pola pelabelan dan menyusunnya dalam bentuk teorema.
f.  Membuktikan teorema.
Untuk membuktikan teorema dalam penelitian ini, dipaparkan beberapa lemma sebagai
berikut.
Lemma 1. (Lum, 2007)
Jika H adalah sebuah subgraf dari G, maka A, ; (H) < 4,1(G).
Lemma 2. (Prakoso, 2023)
A21(Ps ® C,) =n + 4 ,dengann > 3.

oo o

@

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibahas tentang hasil dari pelabelan L(2,1) pada graf hasil dari operasi
korona graf lintasan dan graf siklus B,, ©® C,,. Penotasian titik dan sisi pada graf B,, ® C,, adalah
sebagai berikut.

VB, ®Cy) = {ui = 1,2,... m} U {vj;i=12,..,mj = 1,2,...,n}

E(B,®Cy) = {wuyy; i=12,..,m—1}u{uvhi=12..,mj=123.,n}U
{(vivi,yi=12.mj=12.n-1}u{viv;i=12.,m}

[lustrasi penotasian titik dan sisi dari graf hasil dari operasi korona graf lintasan dan graf siklus

P,, ® C, dapat dilihat pada Gambar 1 berikut.
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Gambar 1. Penotasian titik dan sisi pada graf B,, ® C,

Teorema 1. Untuk sebarang graf hasil operasi korona lintasan dan siklus (B,, ® C,,) dengan m >

2dann > 3,

lAZ,l(Pm @ Cn) =n-++ 4.,

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa 4,.(P, ® C,;) =n +4, maka perlu dibuktikan bahwa
Ap1(Bp © Cp) 2 n+4dan 1,4(P, © C,) < n + 4. Akan ditunjukkan bahwa 4, 1 (P, ® C,) =
n + 4. Pandang bahwa graf P; ® C,, adalah subgraf dari graf B,, @ C,,. Berdasarkan Lemma 1 dan
Lemma 2 diperoleh bahwa 4, (B, ® C,) = 4,,(Ps ® C,,) = n + 4, sehingga terbukti bahwa
A21(Bn ® Cy) = n+ 4. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 4,,(P, ® C,;) < n +4 yaitu
dengan membangun fungsi pelabelan pada graf hasil operasi korona lintasan dan siklus (B,, ® C,)
yang memenuhi kaidah pelabelan L(2,1). Definisikan fungsi f:V (B, ® C,) = {0,1,...,n + 4}
yang dibagi menjadi tiga kasus sebagai berikut.
1. Kasusn =3

6;i =1 mod 3,
f(u;) =143;i =2mod 3,

0;i = 0 mod 3.

0;i = 1mod 3,
f(¥}) =11;i = 2mod 3,

2;i = 0mod 3

2;i=1mod3,
f(vi) =47;i = 2mod 3,

4:i = 0mod 3

4:i = 1mod 3,
f(v§)=<5;i52mod3,

7:;i = 0mod 3

2. Kasusn =4

0;i = 1mod 3,
f(u;) =44;i =2mod 3,

8;i = 0 mod 3.

(2;j =1,

5j=2A({i=1mod3Vi=0mod3,

N _ )7 J=2Ni=2mod3,

f(vf)_<3;j=3/\i51m0d3,

L,j=3A({(=2mod3Vi=0mod3,

\6;] = 4.
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3. Kasusn > 4

6;i =1 mod 3,
f(u) =143;i =2mod 3,
0;i = 0 mod 3.

Pada kasus n > 4 label titik vj" dibagi menjadi empat sub kasus sebagai berikut.
a. Untuk n ganjil dan i # 2 mod 3
(j+3 : ganiil
—_— ;] ganjll,
iy _ 2
f(vf)_<n+j+3 _
KT;] genap.
b. Untuk n ganjil dan i = 2 mod 3
(j+1 : anil
I ;] ganjll,
] 2

Ly
f(vf)_<n+j+1 _
KT;] genap.
c. Untuk n genap dani # 2 mod 3
(j+3 : ganiil
—_— ] ganjll,

i\ _ 2
— + 1;j genap.

d. Untukngenapdani = 2mod 3

(j+1 . il

——,J ganjij,

i\ _ 2

T;] genap.

Dengan mudah dapat diverifikasi bahwa setiap titik yang berjarak satu memiliki selisih label
minimal satu dan setiap titik yang berjarak dua memiliki selisih label minimal dua, sehingga
diperoleh bahwa 24, 1(B, ® C,) < n + 4. Berdasarkan pembuktian di atas diperoleh bahwa
Ay1(Bn © Cy) 2 n+4 dan A,,(B, © C,) < n+ 4, sehingga terbukti A,4,(P, © C,) =n+
4. m

4  KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan di atas, didapatkan bahwa nilai minimum span pada graf hasil
operasi korona lintasan dan siklus (P, © C,) denganm =2 dann = 3, ,4,,(B, ©® () =n+
4. Saran untuk penelitian selanjutnya yakni, menganalisis nilai minimum span pada kelas graf lain
atau menerapkan pelabelan L(2,1) pada kehidupan sehari-hari.
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