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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis nilai minimum span pada graf dumbbell D,y, ; ,,. Graf
dumbbell adalah graf yang dibentuk dari 2 graf siklus C,,, dan C; yang dihubungkan dengan sebuah
graf lintasan P, dengan kedua titik ujung graf lintasan P, adalah salah satu titik dari masing-masing
graf siklus. Pelabelan L(2,1) adalah salah satu tipe pelabelan dengan domain berupa titik yang
didefinisikan sebagai fungsi yang memetakan titik-titik dalam graf dengan bilangan bulat non-
negatif, dengan ketentuan bahwa untuk setiap dua titik yang terpisah oleh jarak satu, selisih
labelnya harus minimal dua, dan untuk setiap dua titik yang terpisah oleh jarak dua, selisih labelnya
harus minimal satu. Konsep pelabelan L(2,1) berfokus pada penentuan nilai minimum dari label
terbesar (nilai minimum span) yang dilambangkan dengan A, ;. Metode yang digunakan untuk
mendapatkan nilai minimum span adalah studi literatur, deskriptif aksiomatik, dan pendeteksian
pola. Dalam paper ini, diperoleh bahwa nilai minimum span pada dumbbell D;,, ; ,, adalah 4.
Kata kunci: Dumbbell, Minimum Span, Pelabelan L(2,1).

1 PENDAHULUAN

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736 dalam rangka
menyelesaikan teka-teki Jembatan Konigsberg. Dalam penggunaannya, teori graf menggambarkan
objek permasalahan sebagai titik dan hubungan antar objek tersebut sebagai sisi. Secara formal,
graf dinyatakan dengan notasi G(V,E), di mana V adalah himpunan tak kosong yang
merepresentasikant titik, dan E adalah himpunan pasangan tak terurut dari titik-titik di V, yang
disebut sisi dan dapat berupa himpunan kosong. Jumlah titik pada graf G disebut order dari graf,
sedangkan jumlah sisi disebut ukuran graf (Chartrand & Zhang, 2019). Hingga saat ini, teori graf
telah berkembang dengan berbagai topik, salah satunya adalah pelabelan graf.

Sadlacek merupakan tokoh pertama yang memperkenalkan konsep pelabelan graf, yang
didefinisikan sebagai pemetaan elemen-elemen graf baik titik, sisi, maupun keduanya ke bilangan
bulat non negatif dengan memenuhi syarat-syarat tertentu (Gallian, 2022). Seiring perkembangan
riset di bidang ini, telah tercatat lebih dari 200 jenis pelabelan graf yang diteliti dan dipublikasikan
dalam lebih dari 3000 artikel ilmiah (Gallian, 2022). Berdasarkan domainnya, pelabelan graf
diklasifikasikan menjadi tiga jenis, yaitu pelabelan titik (jika domainnya adalah titik), pelabelan
sisi (jika domainnya adalah sisi), dan pelabelan total (jika domain mencakup titik dan sisi) (Julaeha
dkk., 2017).

Penerapan pelabelan graf sangat penting dalam berbagai bidang, seperti alokasi frekuensi
radio (Griggs & Yeh, 1992), kriptografi (Prihandoko et al., 2019), kristalografi (Kumar & Vats,
2020), jaringan komunikasi (Prasanna et al., 2014), dan ilmu komputer (Vinutha & Arathi, 2017).
Salah satu contoh konkret dari penerapan pelabelan graf adalah dalam penjadwalan frekuensi
pemancar radio, di mana pemancar yang berdekatan tidak boleh menggunakan frekuensi yang
sama. Griggs dan Yeh pada tahun 1992 merumuskan penggunaan bilangan bulat non negatif untuk
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merepresentasikan saluran radio, serta mengusulkan aturan pelabelan di mana dua titik yang
berdekatan harus memiliki selisih label minimal dua. Gagasan ini merupakan pengembangan dari
permasalahan alokasi frekuensi yang sebelumnya telah dikaji oleh Hale (1980). Untuk
menghindari interferensi, pemancar yang berdekatan harus memiliki perbedaan frekuensi yang
cukup, yang secara grafis dimodelkan dengan titik sebagai pemancar dan sisi sebagai relasi
keterdekatan antar pemancar. Berdasarkan model ini, Griggs dan Yeh kemudian memperkenalkan
konsep pelabelan L(2,1) yang secara khusus ditujukan untuk mengatasi persoalan penjadwalan
frekuensi.

Misalkan G adalah graf sederhana yang terhubung, dengan V (G) sebagai himpunan titik dan
E(G) sebagai himpunan sisinya. Pelabelan L(2,1) pada graf G didefinisikan sebagai suatu fungsi
f:V(G) - {0,1, ..., k}, yang memenuhi ketentuan bahwa dua titik yang bertetangga (berjarak satu)
harus memiliki selisih label paling sedikit dua, dan dua titik yang berjarak dua harus memiliki
selisih label minimal satu (Griggs & Yeh, 1992). Jarak antara dua titik u dan v dalam graf
terhubung G didefinisikan sebagai panjang lintasan terpendek yang menghubungkan keduanya,
yang dinotasikan dengan d(u, v) (Budayasa, 2007). Nilai label tertinggi yang digunakan dalam
pelabelan L(2,1) pada graf G disebut sebagai span(G). Karena suatu graf G dapat memiliki lebih
dari satu kemungkinan pelabelan yang memenuhi syarat, maka fokus kajian pelabelan L(2,1)
adalah menentukan nilai minimum dari span tersebut, yang dilambangkan dengan A, ; (G)(Shao
et al., 2008).

Sejumlah kelas graf telah diteliti oleh para peneliti sebelumnya untuk menentukan nilai
minimum span dari pelabelan L(2,1) nya. Diketahui bahwa graf siklus C,, dan graf lintasan B,
masing-masing memiliki nilai minimum span sebesar 4. Untuk graf bintang S,, dan graf roda W,,
nilai minimum span-nya adalah n + 1 (Griggs & Yeh, 1992). Graf Sierpinski S,, ,,, dengan m =
2 dan m = 3, memiliki nilai minimum span yang sama, yaitu 4 (Sagala & Susiana, 2017). Adapun
graf Lollipop L,y dan graf pendulum (B¥) memiliki nilai minimum span masing-masing sebesar
2m —1 dan k + 1 (Umam et al., 2022). Berbagai hasil lain mengenai pelabelan L(2,1) dapat
ditemukan dalam penelitian-penelitian seperti Fatimah et al. (2016), Aminulloh & Afif (2019),
Halikin & Komarullah (2022), Komarullah et al. (2022), dan Komarullah (2023).

Dalam artikel ini akan dibahas pelabelan L(2, 1) pada graf dumbbell. Graf dumbbell dipilih
karena masih menjadi masalah terbuka. Penelitian ini bertujuan untuk menemukan nilai minimum
span dari pelabelan L(2, 1) pada graf dumbbell. Kajian ini tidak hanya memperkaya khasanah teori
pelabelan graf, tetapi juga dapat menjadi referensi dalam pengembangan sistem yang
membutuhkan pengalokasian sumber daya secara efisien. Penelitian ini juga membuka peluang
bagi kajian lebih lanjut pada jenis-jenis graf lainnya yang memiliki struktur kompleks dan menarik
untuk dianalisis secara matematis.

2 METODE

Pada artikel ini, peneliti menganalisis nilai minimum span pada graf dumbbell. Graf dumbbell adalah
graf yang dibentuk dari 2 graf siklus C,,, dan C; yang dihubungkan dengan sebuah graf lintasan B, dengan
kedua titik ujung graf lintasan P, adalah salah satu titik dari masing-masing graf siklus. Graf dumbbell
dinotasikan dengan D,,, ; ,, dengan m, [ = 3 menyatakan banyaknya titik pada kedua graf siklus dann > 2
menyatakan banyaknya titik pada graf lintasan (Wang et al., 2010). Sebelum membahas lebih lanjut, peneliti
menyajikan beberapa lemma yang digunakan dalam artikel ini.
Lemma 1. (Lum, 2007)
Jika H adalah sebuah subgraf dari G, maka A, ; (H) < 4, 1(G).
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Lemma 2. (Griggs & Yeh, 1992)

Misalkan C,, adalah sebuah graf siklus dengann > 3, maka 4, 1 (C,,) = 4.

Penelitian ini bersifat eksploratif, dengan tujuan untuk memberikan kontribusi baru dalam
bentuk wawasan tambahan serta memperkaya kajian literatur di bidang pelabelan graf. Untuk
memperoleh nilai minimum span dari suatu graf, penelitian ini dilakukan melalui beberapa tahapan
sebagai berikut:

a. Melakukan studi pustaka dari berbagai referensi seperti jurnal ilmiah, buku, maupun sumber
relevan lainnya yang membahas pelabelan L(2,1).

b. Menetapkan jenis graf yang akan dianalisis nilai minimum spannya yang dalam hal ini adalah
graf dumbbell.

c. Memberikan notasi pada titik dan sisi graf, kemudian melakukan percobaan pelabelan L(2,1)
pada graf-graf yang telah ditentukan, serta menganalisis hasilnya menggunakan pendekatan
deskriptif aksiomatik dan identifikasi pola.

d. Pola-pola pelabelan yang berhasil ditemukan selanjutnya dirumuskan dalam bentuk teorema,
yang kemudian disertai dengan pembuktiannya.

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini, dibahas bagaimana cara mencari nilai minimal span dari pelabelan
L(2,1) pada graf dumbbell D,,,, Penotasian titik dan sisi pada graf dumbbell D,
yaitu V(D) = {xili=1,2,3,.... m}u{y;|j =1,2,3,....n}u{zlk =1,2,3,....,1}  dan
E(Dimin) = {xixipqli =1,2,3,...,m — 1} U {x;y,} U {yjyj+1|j =123,...,n— 1} U{y,z,} U
{zxzre1lk = 1,2,3,...,1 — 1}. Gambar 1 merupakan ilustrasi penotasian titik dan sisi pada graf
dumbbell Dy, ; ..

Gambar 1. Penotasian titik dan sisi pada graf dumbbell D, ; , (Wang et al., 2010)

Lemma 3. Untuk sebarang graf dumbbell D,,, , ,, dengan m,l > 3 dann > 2'/12,1(Dm,l,n) > 4.
Bukti. Pandang bahwa graf siklus C, adalah subgraf dari graf dumbbell D,, ;,. Berdasarkan
Lemma 1 dan Lemma 2 diperoleh bahwa A 1(Dyin) = 251(C,) = 4. Terbukti bahwa
221(Dmin) = 4.m

Dalam artikel ini, penulis belum mendapatkan pola pelabelan pada graf dumbbell D,
secara umum, sehingga dalam artikel ini diberikan beberapa proposisi pelabelan L(2,1) pada graf
dumbbell D, ; ,, dengan order tertentu.

Proposisi 1. Untuk sebarang graf graf dumbbell D, , ,, dengan n = 1 mod 3, A;1(Dysn) = 4
Bukti. Akan ditunjukkan A, (D4 4,) = 4. Berdasarkan Lemma 3 terbukti bahwa A, 1(Dynin) =
4. Selanjutnya akan dibuktikan lz,l(Dm,z,n) < 4.yaitu dengan membangun pelabelan L(2,1) dari
graf dumbbell D, 4 ,. Definisikan fungsi f: V(Dy4,) — {0,1, 3,4} sebagai berikut.
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0;i=1,

3;i=2,
f(xi)_ 1,l=3,

4; i =4,

4: k=1,

0; k=2,
f(Zk)_ 3,k=3,

1; k = 4.

2; j =1mod 3,

f(y;)) =14 j = 2mod 3,

0; j = 0mod 3.
Berdasarkan kaidah pelabelan L(2,1), titik yang berjarak satu harus memiliki mutlak selisih

label minimal dua. Hal tersebut akan ditunjukkan sebagai berikut.

a.

b.

C.

Selisih label titik x; dengan x,

|f (1) — flx)| =10—=3] = 2

Selisih label titik x, dengan x5

If () — fOes)|=13—-1] = 2

Selisih label titik x5 dengan x,

|f(x3) = fx)l =1 -4 = 2

Selisih label titik x, dengan x;

|fCea) = fOxDI =14—-0] = 2

Selisih label titik x; dengan y;

[f(x) = f(yy)[ =10-2] = 2

Selisih label titik y; untuk j = 1 mod 3 dengan y;
FO) = fFOgan) =12 -4l = 2

Selisih label titik y; untuk j = 2 mod 3 dengan y;.4
[f () = f(vgen)| = 14— 0] = 2

Selisih label titik y; untuk j = 0 mod 3 dengan y; 4
FO) = fgan) =10-21 = 2

Selisih label titik y; untuk j = 1 mod 3 dengan z,
f(v) = f)| =12-41 = 2

Selisih label titik z; dengan z,

If(z1) = f(z)| =14—-0] = 2

Selisih label titik z, dengan z;

|f(z2) — f(z5)| =10—-3| = 2

Selisih label titik z; dengan z,

|f(z3) = fz)| =13 -1] = 2

. Selisih label titik z, dengan z;

If(ze) = fzDl=11-4| = 2

Selain itu, menurut kaidah pelabelan L(2,1) titik yang berjarak dua juga harus memiliki

mutlak selisih label minimal satu. Hal tersebut akan ditunjukan sebagai berikut:

a.

b.

Selisih label titik x; dengan x5

lf(x) = fxa)|=10-1[= 1

Selisih label titik x, dengan x,

|f(x2) = fxa)| =13 -4] = 1
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c. Selisih label titik x; dengan y;
[fc) = fy)l=10-41= 1

d. Selisih label titik y; untuk j = 1 mod 3 dengan y;
F) = fgan) = 1201 = 1

e. Selisih label titik y; untuk j = 2 mod 3 dengan y; .,
F(;) = fFygan)| =14 -2 2 1

f. Selisih label titik y; untuk j = 0 mod 3 dengan y;.,
F) = fgan)| = 10—41 = 1

g. Selisih label titik y; untuk j = [ dengan z,
[f(y) = fz)| =12-01= 1

h. Selisih label titik y; untuk j = [ dengan z,
f(y) = fd|=12-11= 1

i. Selisih label titik z; dengan z5

lf(z) —fz)=14-3|= 1

j. Selisih label titik z, dengan z,

|f(z2) —fz)l=10-1] = 1

Dapat dibuktikan bahwa fungsi f memenuhi syarat pelabelan L(2,1) dengan nilai minimal
span adalah 4. Oleh karena itu, /12_1(04,4,,1) < 4. Berdasarkan pembuktian di atas didapat
221 (Dy4n) =4 dandy1(Dasn) < 4, sehingga A, 1(Dy4rn) = 4 dengan n = 1mod 3.
Proposisi 2. Untuk sebarang graf dumbbell D,,,,, dengan m,l = 0 mod 3 dan n = 2 mod 4,
22,1(Dm,l,n) =4
Bukti. Dengan cara yang sama, berdasarkan Lemma 3 diperoleh bahwa Az,l(Dm,l,n) >
4. Selanjutnya akan dibuktikan A, 1(Dy, ;) < 4 yaitu dengan membangun pelabelan L(2,1) dari
graf dumbbell Dy, ; ,. Definisikan fungsi f: V(Dp,.n) = {0, 1, 3,4} sebagai berikut.

0; i =1mod 3,
f(x;) ={2; i =2mod 3,
4; i = 0mod 3,
4; k = 1mod 3,
f(z) ={O; k =2mod 3,
2; k = 0mod 3,
3; j = 1 mod 4,
1; j = 2mod 4,
f)) = 4; j = 3mod 4,
0; j = 0mod 4,

Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa setiap titik yang berjarak satu memiliki selisih label
minimal dua dan setiap titik yang berjarak dua memiliki selisih label minimal dua. Sehingga

terbukti bahwa A, 1(Dpyn) < 4. Karena Ayq(Dpyn) =4 dan Apq(Dpyn) <4, maka
221(Dmyn) = 4 denganm,l = 0mod 3 dann = 2 mod 4. m

Proposisi 3. Untuk sebarang graf dumbbell D, ,;, dengan m,l =1 mod 3 dan n = 2 mod 4,
Az,l(Dm,l,n) =4
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Bukti. Dengan cara yang sama, berdasarkan Lemma 3 diperoleh bahwa /12,1(Dm,z,n) >
4. Selanjutnya akan dibuktikan A, 1(Dy, 1) < 4 yaitu dengan membangun pelabelan L(2,1) dari
graf dumbbell Dy, ; ,. Definisikan fungsi f: V(Dp,.n) = {0, 1, 3,4} sebagai berikut.

0; i=1mod 3dani # m,

2;i=2mod3dani #m — 2,

4:i=0mod3dani #m — 1,
flx) =

i=m-—2,

1;i=m-—1,

k4;i=m.

(4 k=1,

0;k =2,

3; k=3,
f(zx) =< 1,k =4,

2; k=1mod3

4: k=2 mod 3

\0; k = 0mod 3

(3; j = 1 mod 4,

1; j = 2mod 4,
f(yf)_<4,]_3mod4,

\0; j = 0mod 4,

Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa setiap titik yang berjarak satu memiliki selisih label
minimal dua dan setiap titik yang berjarak dua memiliki selisih label minimal dua. Sehingga
terbukti bahwa A, 1(Dpyn) < 4. Karena Ay1(Dpmyn) =4 dan A1 (Dpyn) <4, maka
A21(Dpyn) = 4dengan m,l = 1mod 3dann = 2mod 4. m
Proposisi 4. Untuk sebarang graf dumbbell D,,,,, dengan m,l =2 mod 3 dan n = 0 mod 3,
Az,l(Dm,l,n) =4
Bukti. Dengan cara yang sama, berdasarkan Lemma 3 diperoleh bahwa Az,l(Dm,l,n) >
4. Selanjutnya akan dibuktikan 12,1(Dm,z,n) < 4 yaitu dengan membangun pelabelan L(2,1) dari
graf dumbbell Dy, ; ,. Definisikan fungsi f: V(Dp,.n) = {0, 1, 3,4} sebagai berikut.

(0;i=1mod3dani#m-—1,
2; i=2mod3dani #m,
f(x;) =1<4;i=0mod 3,

Ll;lzm—l,
3;i =m.
4: k=1,
1,k =2,
3; k=3,
fzi) = 0; k =1mod 3,
2; k =2mod 3,
4: k = 0mod 3,
4; j =1mod 3,
f(yj) ={2;j5 2 mod 3,
0; j = 0mod 3,

Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa setiap titik yang berjarak satu memiliki selisih label
minimal dua dan setiap titik yang berjarak dua memiliki selisih label minimal dua. Sehingga
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terbukti bahwa A, 1(Dpyn) < 4. Karena Ay 1(Dmyin) =4 dan Ay;(Dppyn) <4, maka
221(Dmin) = 4dengan m,l = 2mod 3dann = 0mod 3. m

4 KESIMPULAN

Penelitian ini berhasil menentukan nilai minimum span dari pelabelan L(2,1) pada graf
dumbbell, yaitu graf yang dibentuk dari dua graf siklus yang dihubungkan oleh graf lintasan.
Berdasarkan analisis dan konstruksi pelabelan yang dilakukan, diperoleh bahwa nilai minimum
span dari pelabelan L(2,1) pada graf dumbbell untuk beberapa variasi order adalah sebesar 4.
Pembuktian dilakukan dengan pendekatan deskriptif aksiomatik dan identifikasi pola pelabelan
yang memenuhi syarat, yaitu setiap titik yang berjarak satu memiliki selisih label minimal dua,
dan setiap titik yang berjarak dua memiliki selisih label minimal satu. Hasil ini memperkuat
temuan sebelumnya terkait nilai span minimum pada beberapa kelas graf sederhana, serta
memberikan kontribusi baru dalam kajian pelabelan graf, khususnya untuk graf dengan struktur
kompleks seperti graf dumbbell. Peneliti lain dapat mengembangkan pelabelan L(2,1) pada graf
dumbbell pada order yang lainnya.
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