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ABSTRAK

Pelabelan L(2,1) merupakan skema pelabelan graf yang memberikan selisih label minimal 2 pada
simpul yang bertetangga dan minimal 1 pada simpul yang berjarak dua. Kajian ini penting karena
berkaitan dengan optimasi alokasi frekuensi dan pengurangan interferensi pada jaringan
komunikasi. Penelitian ini bertujuan menentukan span minimum pelabelan L(2,1) pada graf bunga
double quadrilateral (FDQ,) dan graf kincir angin double quadrilateral (DQ;). Metode yang
digunakan adalah analisis teoritik melalui konstruksi pola pelabelan dan pembuktian deduktif
berdasarkan struktur graf. Hasil penelitian menunjukkan bahwa span minimum pada FD Q; adalah
2k + 2, sedangkan pada DQ,, adalah 3k + 1.

Kata kunci: pelabelan L(2,1), span minimum, graf bunga, graf kincir angin, double quadrilateral

1 PENDAHULUAN

Teori graf merupakan cabang matematika yang memiliki berbagai penerapan dalam
kehidupan sehari-hari. Dalam praktiknya, suatu objek direpresentasikan sebagai simpul,
sedangkan hubungan antarobjek digambarkan sebagai sisi. Cabang ilmu ini pertama Kkali
diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736 ketika ia menyelesaikan permasalahan
Jembatan Konigsberg. Masalah tersebut berkaitan dengan upaya membuktikan bahwa seseorang
yang menelusuri seluruh jembatan dan kembali ke simpul awal tidak mungkin melintasi setiap
jembatan tepat satu kali. Euler memformalkan masalah tersebut dengan merepresentasikan daratan
sebagai simpul dan jembatan sebagai sisi (Swati & Tiwari, 2021). Keberhasilan ini menjadi
tonggak awal perkembangan teori graf hingga mencapai bentuknya yang modern saat ini.

Salah satu bidang yang tumbuh pesat dalam teori graf adalah pelabelan graf. Pelabelan graf
didefinisikan sebagai pemetaan elemen-elemen pada graf ke bilangan bulat tidak negatif dengan
memenuhi aturan tertentu. Konsep ini pertama kali diperkenalkan oleh Sadlacek pada tahun 1963.
Secara umum, pelabelan graf dibedakan menjadi tiga jenis, yaitu pelabelan simpul, pelabelan sisi,
dan pelabelan total (Gallian, 2022). Penerapan pelabelan graf memiliki manfaat signifikan,
terutama dalam penentuan frekuensi pada sistem pemancar radio. Konsep pelabelan L(2,1)
menjadi salah satu fokus penting karena memberikan solusi terhadap permasalahan interferensi
frekuensi pada jaringan komunikasi radio. Misalkan G merupakan graf sederhana dan terhubung
dengan himpunan simpul V(G). Pelabelan L(2,1) pada graf G didefinisikan sebagai suatu
fungsi f: V(G) — {0, 1, ..., k} dengan ketentuan bahwa untuk setiap pasangan simpul x,y € V(G)
berlaku syarat |f(x) — f(y)| = 2 apabilad(x,y) = 1dan |f(x) — f(y)| = 1 apabilad(x,y) =
2 (Griggs & Yeh, 1992). Nilai k terbesar yang digunakan dalam himpunan label tersebut disebut
sebagai span atau label maksimum yang muncul pada pelabelan L(2,1). Karena suatu graf G dapat
memiliki lebih dari satu kemungkinan nilai span, kajian ini memusatkan perhatian pada penentuan
span minimum, yang dinotasikan dengan 4, ; (G) (Shao dkk., 2008).
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Sejumlah studi terdahulu telah mengkaji berbagai kelas graf untuk menentukan nilai span
minimum pada pelabelan L(2,1). Pada graf siklus C,, dan graf lintasan P,, telah diketahui bahwa
keduanya mempunyai nilai span minimum sebesar 4. Sementara itu, untuk graf bintang S,, dan
graf roda W, diperoleh nilai span minimum sebesar n + 1 (Griggs & Yeh, 1992). Penelitian yang
dilakukan oleh Fatimah dkk. (2016) mengkaji span minimum pada graf teratai. Selain itu, graf
Sierpinski S, ,,, untuk kasus m = 2 dan m = 3 juga memiliki span minimum yang sama, yakni 4
(Sagala & Susiana, 2017). Adapun graf lollipop L,,, dan graf pendulum B¥ masing-masing
memiliki span minimum sebesar 2m — 1 dan k + 1 (Umam dkk., 2022). Selain itu, berbagai
temuan lain terkait pelabelan L(2,1) dapat ditemui pada penelitian Aminulloh & Afif (2019),
Halikin & Komarullah (2022), Komarullah dkk. (2022), Komarullah (2023), serta Komarullah
dkk. (2025a; 2025b).

Penelitian sebelumnya menunjukkan keberagaman karakteristik nilai span pada berbagali
kelas graf. Hasil-hasil tersebut mengindikasikan bahwa struktur graf berpengaruh langsung
terhadap pola pelabelan yang dapat dibangun. Ketertarikan terhadap kelas graf baru semakin
meningkat seiring ditemukannya struktur graf dengan keteraturan tertentu yang berpotensi
memberikan pola pelabelan optimal. Kelas graf bunga double quadrilateral (FDQ)) dan graf
kincir angin double quadrilateral (DQ,,) termasuk dalam kategori graf dengan struktur khas yang
belum banyak dieksplorasi dalam literatur pelabelan L(2,1).

Tujuan penelitian ini adalah mengkonstruksi pelabelan L(2,1) pada graf bunga double
quadrilateral (FDQ,) dan graf kincir angin double quadrilateral (DQ;) serta menentukan nilai
span minimum dari masing-masing graf. Manfaat penelitian diharapkan terletak pada kontribusi
teoretis terhadap pengembangan kajian pelabelan graf dan pemahaman lebih dalam mengenai sifat
pelabelan L(2,1) pada struktur graf dengan pola keterhubungan yang lebih kompleks.

2 METODE

Penelitian ini menggunakan pendekatan analisis teoritik yang bertujuan memperoleh nilai
span minimum pelabelan L(2,1) pada graf bunga double quadrilateral (FDQy) dan graf kincir
angin double quadrilateral (DQ;). Tahap pertama penelitian dilakukan dengan mendeskripsikan
struktur masing-masing graf secara formal melalui pendefinisian himpunan simpul, himpunan sisi,
serta sifat-sifat keterhubungan yang relevan terhadap proses pelabelan. Selanjutnya, disusun
konstruksi pola pelabelan L(2,1) yang didasarkan jarak antar simpul. Setiap konstruksi pola
pelabelan diverifikasi melalui pemeriksaan sistematis terhadap pemenuhan ketentuan pelabelan
L(2,1), yakni bahwa selisih label antar simpul yang bertetangga sekurang-kurangnya adalah 2, dan
selisih label antar simpul yang berjarak dua sekurang-kurangnya adalah 1.

Untuk menentukan span minimum, penelitian menerapkan pembuktian deduktif yang
meliputi dua jenis argumen. Pertama, pembuktian eksistensi (upper bound) dilakukan dengan
menunjukkan bahwa pola pelabelan yang dikonstruksi menghasilkan span tertentu yang valid.
Kedua, pembuktian batas bawah (lower bound) digunakan untuk memastikan bahwa tidak terdapat
pelabelan lain yang mampu menghasilkan span lebih kecil dari nilai yang diperoleh. Kombinasi
kedua pendekatan ini memberikan justifikasi formal bahwa nilai span yang dihasilkan merupakan
span minimum. Berikut disajikan beberapa definisi dan lemma yang digunakan dalam penelitian
ini.
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Definisi 1. (Gallian, 2022) Graf double quadrilateral DQ adalah graf yang dibangun dari graf
siklus C, dengan salah satu pasangan simpul yang berjarak tiga dihubungkan oleh sebuah sisi.
Definisi 2. (Fery & Muhammad, 2016) Graf kincir angin double quadrilateral DQ, adalah graf
yang dibangun dengan menduplikasi graf quadrilateral sebanyak k kali, kemudian salah satu
simpul berderajat 3 dari setiap duplikasi ditempelkan menjadi satu.

Gambar 1 dan Gambar 2 berturut-turut adalah contoh graf double quadrilateral DQ dan graf kincir
angin double quadrilateral D Q..

Lemma 1. (Lum, 2007) Jika H adalah sebuah subgraf dari G, maka A, ; (H) < 1, 1(G).

Lemma 2. (Griggs & Yeh, 1992) Misalkan S,, adalah sebuah graf bintang dengan n > 2, maka
A1(Sp) =n+1.

Wy 2]

'U3 . .1]0

Wl vl

Gambar 1. Graf double quadrilateral DQ

v3

Gambar 2. Graf kincir angin double quadrilateral DQ,

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Bagian ini menyajikan uraian mengenai konstruksi pelabelan L(2,1) pada graf bunga double
quadrilateral (FDQy) dan graf kincir angin double quadrilateral (DQ,,), serta analisis matematis
yang mendasari penentuan span minimumnya. Pembahasan diawali dengan penelusuran struktur
masing-masing graf untuk mengidentifikasi pola keterhubungan simpul yang memengaruhi
strategi pelabelan. Selanjutnya dipaparkan proses konstruksi label yang memenuhi syarat L(2,1),
yaitu selisih label minimal 2 untuk pasangan simpul bertetangga dan minimal 1 untuk pasangan
simpul berjarak dua. Melalui pendekatan analitik dan pembuktian deduktif, setiap pola pelabelan
diuji konsistensinya terhadap seluruh konfigurasi sisi dan jarak antar simpul. Hasil verifikasi ini
kemudian digunakan untuk memperoleh span minimum pada masing-masing graf. Oleh karena
itu, bagian ini tidak hanya menampilkan hasil akhir berupa nilai span minimum, tetapi juga
memaparkan dasar teoretis yang menjelaskan mengapa konstruksi tersebut optimal untuk graf
bunga double quadrilateral (FDQ,) dan graf kincir angin double quadrilateral (DQ;,).
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Teorema 1. Untuk setiap k > 2, graf bunga double quadrilateral (FDQ,) memiliki
A21(FDQy) = 2k + 2.

Bukti. Graf bunga double quadrilateral (FDQ,) memiliki himpunan simpul dan sisi sebagai
berikut.

V(FDQy) = {vo} U {wili=1,2,...2k + BU{w/|j =1,2dani =1,2,..., k}
E(FDQy) = {vovili = 1,2,..2k + 13U {vy_ywi|i = 1,2,.. .k} U {wivy|i = 1,2, .. k}
U{vawili=1,2, . k}u{wivy|i = 1,2, ...k}

Sebagai contoh penotasian simpul dan sisi pada graf bunga double quadrilateral (FDQ,) dapat
dilihat pada Gambar 3.

Gambar 3. Graf bunga double quadrilateral (FDQy,)

Untuk membuktikan bahwa A,;(FDQ) = 2k + 2, maka harus ditunjukkan bahwa
A21(FDQy) = 2k + 2 dan A, 1 (FDQy) < 2k + 2. Akan ditunjukkan bahwa 4, 1 (FDQy) = 2k +
2. Pandang bahwa graf bintang S,,; adalah subgraf dari graf bunga double quadrilateral
(FDQy). Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2 diperoleh bahwa A, 1 (FDQy) = A, 1(Sz2x+1) =
2k + 2, sehingga terbukti bahwa A, ;(FDQy) = 2k + 2. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
A21(FDQy) < 2k + 2 yaitu dengan mengkontruksi fungsi yang memenuhi kaidah pelabelan
L(2,1) pada graf bunga double quadrilateral (FDQ). Definisikan fungsi f:V(FDQy) —
{0,1,...,2k + 2} sebagai berikut.

f(v;)) =i+ 1,untuki =1,2,..,2k + 1.
6,untuk j =1,
f(Wfl) - {1, untuk j = 2.
Untuki =2,3,..,k.
iy _ (2,untukj =1,
f(Wj) - {1, untuk j = 2.

Dengan mudah dapat divalidasi bahwa label simpul yang bertetangga memiliki selisih
setidaknya 2 dan simpul yang berjarak dua memiliki selisih label setidaknya 1. Terbukti bahwa
fungsi f memenuhi kaidah pelabelan L(2,1), sehingga A,,(FDQ) < 2k + 2. Karena
A21(FDQy) = 2k + 2dan A, 1 (FDQy) < 2k + 2, maka terbukti bahwa A, 1 (FDQy) = 2k + 2. m
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Teorema 2. Untuk setiap k > 2, graf kincir angin double quadrilateral (DQy) memiliki
A,1(DQy) = 3k + 1.

Bukti. Langkah pertama dalam membuktikan Teorema 2 yaitu dengan menotasikan himpunan
simpul dan sisi dari graf kincir angin double quadrilateral (D Q;) sebagai berikut.

V(DQ) ={ve}u{v/[j=1,23dani=1,2,, ... k}u{w|l=12dani =1,2,..,k}
E(DQy) = {vovﬂj =1,2,3dani =1,2, ...,k} U {viwl, wivi, viwl wivi|i =1,2,...,k}
Iustrasi penotasian simpul dan sisi pada graf kincir angin double quadrilateral (DQ,) dapat dilihat

pada Gambar 2.

Dengan cara yang sama, akan ditunjukkan bahwa 1, 1 (DQ;) = 3k + 1. Perhatikan bahwa graf
bintang S5 adalah subgraf dari graf kincir angin double quadrilateral (DQ;,). Berdasarkan Lemma
1 dan Lemma 2, diperoleh bahwa 4, 1 (DQ) = 1, 1(S3x) = 3k + 1. Terbukti bahwa 4, 1 (DQy) =
3k + 1. Selanjutnya didefinisikan fungsi f:V(DQ) - {0,1,...,3k + 1} untuk membuktikan
A21(DQy) < 3k + 1.

f (o) = 0.
Untuki=1,2,..,k.
3i —1,untukj =1,
f(vji) =<3i ,untuk j = 2,
3i+ 1,untuk j = 3.
Untuk i = 1.
6,untuk [ =1,
flw) = {1, untuk [ = 2.
Untuki =2,3,..,k.
f(w;) = Luntuk!l =1, 2.

Jelas bahwa label setiap simpul graf kincir angin double quadrilateral (D Q) ) yang dikontruksi
oleh fungsi f memenuhi kaidah pelabelan L(2,1) dengan label simpul yang bertetangga memiliki
selisih minimal 2 dan simpul yang berjarak dua memiliki selisih label minimal 1, sehingga
2121(DQy) < 3k + 1. Karena 1,1(DQy) = 3k + 1 dan A,,(DQ;) < 3k + 1, maka A, ,(DQy) =
3k + 1.

4 KESIMPULAN

Berdasarkan konstruksi pola pelabelan dan pembuktian deduktif, diperoleh bahwa graf
bunga double quadrilateral (FDQ;) dan graf kincir angin double quadrilateral (DQy)
memungkinkan penentuan rentang label yang memenuhi ketentuan dasar pelabelan L(2,1). Hasil
penelitian menunjukkan bahwa graf bunga double quadrilateral (FDQ;,) memiliki span minimum
2k + 2, sedangkan D Q,, memiliki span minimum 3k + 1, menegaskan bahwa perbedaan struktur
graf berpengaruh langsung pada kebutuhan rentang label minimum. Temuan ini mendukung
hipotesis penelitian serta memperkuat pentingnya analisis struktur graf dalam penentuan pelabelan
optimum. Penelitian ini dapat dikembangkan lebih lanjut dengan mengkaji pelabelan L(2,1) pada
kelas graf lain yang memiliki kompleksitas struktural lebih tinggi, menyusun algoritma untuk
menghasilkan pelabelan optimum secara komputasional, atau menghubungkan hasil pelabelan
dengan penerapannya pada simulasi jaringan komunikasi. Upaya ini diharapkan mampu
memperluas pemahaman tentang pelabelan graf dan meningkatkan relevansinya dalam konteks
praktis.
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