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ABSTRAK
Penelitian ini membahas penentuan nilai minimum span pelabelan L(2,1) pada tiga kelas graf
khusus, yaitu graf petasan (F,,), graf mushroom ganda (2Mr,), dan graf splitting dari graf
bintang (Spl(K1,)). Pelabelan L(2,1) merupakan fungsi yang memberikan label bilangan bulat
non-negatif pada setiap titik graf dengan ketentuan bahwa dua titik yang berjarak satu memiliki
selisih label sedikitnya dua dan titik yang berjarak dua memiliki selisih label sedikitnya satu.
Metode penelitian menggunakan pendekatan deskriptif aksiomatik untuk mendefinisikan sifat
struktural tiap graf dan lemma pelabelan yang relevan, dilanjutkan dengan pendeteksian pola untuk
mengidentifikasi keteraturan label yang muncul. Melalui analisis ini diperoleh konstruksi pola
pelabelan yang memenuhi seluruh aturan serta membuktikan ketercapaian batas bawah nilai span.
Hasil penelitian menunjukkan bahwa graf petasan memenuhi /12,1(Fm,n) = n + 1, graf mushroom
ganda memenuhi A,,(2Mn,) = 2n+ 2, dan graf splitting dari graf bintang memenunhi

Az1 (Spl(Kl,n))=2n+1. Temuan ini memberikan kontribusi pada pengembangan teori

pelabelan graf, khususnya pada pelabelan L(2,1).
Kata kunci: graf mushroom ganda, graf petasan, graf splitting, pelabelan L(2,1), span minimum.

1 PENDAHULUAN

Matematika adalah disiplin ilmu yang bersifat mendasar dan universal, memiliki peran
penting dalam berbagai bidang pengetahuan serta dalam pengembangan cara berpikir manusia
(Komarullah & Zhahra, 2023). Teori graf adalah salah satu cabang matematika yang memiliki
peran penting dalam kehidupan sehari-hari. Dalam pengaplikasiannya, teori graf
merepresentasikan objek dengan titik dan hubungan antar objek dengan sisi. Pelabelan graf
merupakan salah satu cabang penting dalam teori graf yang berfokus pada pemberian label
bilangan bulat pada elemen-elemen graf berdasarkan aturan tertentu (Gallian, 2022). Kajian
mengenai pelabelan graf terus berkembang karena keterkaitannya dengan berbagai permasalahan
praktis, seperti pengalokasian frekuensi radio (Griggs & Yeh, 1992), penjadwalan (Komarullah &
Fauzan, 2025), pengkodean (Prihandoko dkk., 2019), serta pengaturan sumber daya pada jaringan
komunikasi (Prasanna dkk., 2014). Salah satu jenis pelabelan yang banyak diteliti adalah pelabelan
jarak dua atau dikenal dengan pelabelan L(2,1) yang pertama kali diperkenalkan untuk
memodelkan masalah penetapan frekuensi agar interferensi antar stasiun radio dapat
diminimalkan. Pelabelan L(2,1) pada suatu graf G merupakan fungsi f:V(G) - {0,1, ..., k}
dengan ketentuan bahwa untuk setiap pasangan titik u, v € V(G) berlaku syarat |f (u) — f(v)| =
2jikad(u,v) =1dan|f(u) — f(v)| = 1jikad(u,v) = 2 (Griggs & Yeh, 1992). Nilai k terbesar
dari himpunan label tersebut disebut span atau label maksimum yang muncul pada pelabelan
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L(2,1). Karena sebuah graf G dapat memiliki beberapa kemungkinan nilai span, fokus kajian ini
adalah menentukan nilai span minimum, yang dinotasikan dengan 4, ; (G) (Shao dkk., 2008).

Berbagai penelitian sebelumnya telah membahas sejumlah kelas graf untuk menentukan
nilai span minimum pada pelabelan L(2,1). Pada graf siklus (C,,) dan graf lintasan (B,), diketahui
bahwa keduanya memiliki nilai span minimum sebesar 4. Untuk graf bintang (S,,) dan graf roda
(W), span minimum yang diperoleh adalah (n + 1) (Griggs & Yeh, 1992). Selain itu, graf
Sierpinski (S, ,,) pada kasus m = 2 dan m = 3 juga memiliki span minimum yang sama, yaitu 4
(Sagala & Susiana, 2017). Adapun graf lollipop (L., ) dan graf pendulum (P¥) masing-masing
mempunyai span minimum sebesar 2m — 1 dan k + 1 (Umam dkk.. 2022). Beragam hasil lain
mengenai pelabelan L(2,1) dapat ditemukan pada studi (Fatimah dkk., 2016; Aminulloh & Afif,
2019; Komarullah, 2020; Halikin & Komarullah, 2022; Komarullah dkk., 2022; Komarullah,
2023; Komarullah dkk., 2025ba; Komarullah dkk., 2025b).

Berdasarkan penelitian sebelumnya, maka dalam penelitian ini akan dibahas span minimum
dari beberapa kelas graf yaitu graf petasan (F,, ,,), graf mushroom ganda (2Mr,), dan graf splitting
dari graf bintang (Spl(K; ,)). Ketiga graf ini dipilih karena belum diteliti nilai minimal span-nya.
Definisi 1. (Septiana & Rahadjeng, 2014) Graf bintang S,, adalah graf terhubung sederhana dengan
satu titik pusat yang terhubung ke semua titik lain, yang tidak terhubung satu sama lain. Graf
bintang memiliki n 4+ 1 titik, di mana satu titik memiliki derajat n dan n titik masing-masing
memiliki derajat 1.

Definisi 2. (Chen & Yeh, 1997) Graf petasan (F;, ,,) merupakan graf yang dibentuk dari rangkaian
sebanyak m graf bintang S,,, di mana masing-masing graf bintang memiliki n + 1 titik. Setiap
bintang dihubungkan dengan cara menyambungkan salah satu daun dari tiap graf bintang tersebut
secara berurutan pada setiap titik graf lintasan B,,.

Definisi 3. (Halikin dkk., 2025) Graf mushroom (Mr,) adalah graf yang dibangun dengan
melekatkan titik pusat graf kipas E, dan graf bintang S,,.

Definisi 4. (Ghosh dkk., 2015) Graf splitting dari suatu graf terhubung G, yang dilambangkan
sebagai S'(G), adalah graf yang dibentuk dengan menambahkan sebuah titik baru u’ untuk setiap
titik u pada graf G. Penambahan ini dilakukan sedemikian sehingga titik «" memiliki himpunan
tetangga yang sama dengan titik u, yakni N(u) = N(u"), di mana N(u) dan N (u") masing-masing
menyatakan persekitaran terbuka dari titik u dan u’.

2 METODE

Penelitian ini menggunakan pendekatan deskriptif aksiomatik dan pendeteksian pola untuk
menentukan nilai span minimum pelabelan L(2,1) pada graf petasan (F, ), graf mushroom ganda
(2Mr,), dan graf splitting dari graf bintang (Spl(Ki,)). Pendekatan deskriptif aksiomatik
digunakan untuk mendeskripsikan struktur tiap graf secara formal berdasarkan definisi, sifat-sifat
dasar, serta lemma yang relevan dalam pelabelan L(2,1). Metode pendeteksian pola diterapkan
untuk menemukan keteraturan dalam distribusi label pada masing-masing graf. Prosedur ini
dilakukan dengan cara melakukan pelabelan L(2,1) pada order tertentu. Hasil span minimum dari
percobaan yang dilakukan, kemudian dianalisis untuk mendapatkan span minimum pada graf
secara umum. Berikut beberapa lemma yang digunakan dalam membuktikan teorema span
minimum dari graf yang diteliti.
Lemma 1. (Lum, 2007) Jika H adalah sebuah subgraf dari G, maka A, ; (H) < 1, 1(G).
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Lemma 2. (Griggs & Yeh, 1992) Misalkan S,, adalah sebuah graf bintang dengan n > 2, maka
/12’1(571) =n-++ 1

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini disajikan uraian mengenai hasil analisis dan pembahasan terkait penentuan
nilai span minimum dari pelabelan L(2,1) pada graf petasan (F,, ,,), graf mushroom ganda (2Mr,),
dan graf splitting dari graf bintang (Spl(K, ,,)). Pembahasan dalam bagian ini meliputi tiga tahap
utama. Pertama, pendefinisian titik dan sisi dari masing-masing graf. Kedua, penentuan batas
bawah menggunakan lemma yang sudah dipaparkan pada bagian sebelumnya. Ketiga, menentukan
batas atas dari masing-masing graf dengan mengkontruksi fungsi yang memenuhi kaidah pelabelan
L(2,1).

Teorema 1. Untuk setiap n > 7 dan m > 2, graf petasan F,, , memiliki A, (Fp,) =n + 1.
Bukti. Graf petasan F, ,dengan order m +n memiliki himpunan titik V(Fm,n) = {vij|i =
0,1,..,n—1danj =1, 2,...,m} dan himpunan sisi E(Fm,n) = {vljvlj+1|j =1,2,...m— 1} U
{v({vij|i =1,2,..,n—1danj = 1,2,..,m}.Untuk menunjukkan bahwa A,1(F,,) =n+1,
maka harus dibuktikan bahwa A, 1 () =n + 1dan 2,4 (Fy,,) < n + 1. Dalam membuktikan
22,1(Fm,n) > n + 1, peneliti menggunakan lemma batas bawah. Perhatikan bahwa graf bintang S,,
adalah subgraf dari graf petasan F,,,. Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2 diperoleh bahwa
221 (Fnn) = 2A21(Sp) = n + 1, sehingga terbukti bahwa A, (F, ) = n + 1. Selanjutnya, akan
dibangun fungsi yang memenuhi aturan pelabelan L(2,1) untuk membuktikan Az,l(Fm,n) <n+
1. Definisikan fungsi f: V(Fy, ) - {0,1, ..., n} sebagai berikut.

' 0,untuk j = 1 mod 3,
f(v]) =12,untuk j = 2 mod 3,
4,untuk j = 0 mod 3.

f(vg)=n+1,untukj=1,2,...,m.
Untuk j = 1 mod 3
f(vi])=i,untuki=1,2,...,n—1.
Untuk j = 2 mod 3
jy _ (i —Luntuki=1,2,
f(vi)_{i ,untuki = 3,4, ...,n — 1.
Untuk j = 0 mod 3
jy _ i —Luntuki=1,2,3,
f(vi)_{i+2,untuki=4,5,...,n—1.

Perhatikan bahwa hasil pemetaan fungsi f menunjukkan bahwa titik yang bertetangga
setidaknya memiliki perbedaan label setidaknya dua, dan titik berjarak dua setidaknya memiliki
perbedaan label setidaknya satu. Karena f memenuhi aturan pelabelan L(2,1) pada graf petasan
Fpn, Maka Az (Fpy) < n+ 1. Dapat ditunjukkan bahwa A, 1 (Fny) =1+ 1 dan Ay (Fpp) <
n+1,sehinggady,(Fpn)=n+1.m

845



Prosiding Seminar Nasional Sains dan Teknologi Seri V
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Terbuka
Vol. 3 No. 1 (2026)

Untuk memperjelas Teorema 1, pada Gambar 1 disajikan contoh dari pelabelan L(2,1) pada graf
petasan Fs, dengan A, (Fs ;) = 8.
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Gambar 1. Pelabelan L(2,1) pada graf petasan Fs ,

Teorema 2. Untuk setiap n > 2, graf mushroom ganda (2Mr,) memiliki A, ; (2Mr,) = 2n + 2.
Bukti. Graf mushroom ganda (2Mr,) adalah graf yang diperoleh dari dua buah graf mushroom
(Mr,) dan satu buah graf lintasan P, dengan menempelkan setiap titik pusat graf mushroom (titik
berderajat 2n + 1 ke setiap titik pada graf lintasan P,. Graf mushroom ganda (2Mm,) memiliki
himpunan titik V(2Mn,) = {vo} U {ug} U {v;, v{li = 1,2,...,n} U {u;,uili = 1,2,..,n} dan
himpunan sisi E(2Mr,) = {voue} U {vov;, vovili = 1,2, ...,n} U {v;v;14li = 1,2,...,n — 1} U
{uouy, uouili = 1,2, ...,n} U {uyu;441i = 1,2, ...,n — 1}. Contoh graf mushroom ganda (2Mr,)
dapat dilihat pada Gambar 2.

Uy V2 V3 Uy vy, U U2 Uz U U,

! 1 ! !
vy V2 vy v, Up U Uz uj u,  Up

Gambar 2. Graf mushroom ganda (2Mr,)

Dengan cara yang sama akan ditunjukkan bahwa A, ;(2Mr,) = 2n + 2 dan 4, ;(2Mn,) < 2n +
2. Ditunjukkan bahwa A4,,(2Mr,) = 2n + 2, perhatikan bahwa bahwa graf bintang
S,n+1 Merupakan subgraf dari graf mushroom ganda (2Mr,). Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma
2 diperoleh bahwa 2,1(2Mn,) = A,1(S2n4+1) = 2n+ 2, sehingga A,,(2Mrn,) = 2n + 2.
Selanjutnya, definisikan fungsi f:V(2Mr,) - {0,1,...,2n + 2} untuk menunjukkan bahwa
A31(2M1) < 2n+ 2.
0,untuki =0,
flo) = {Zi, untuki = 1,2, ..., n.
f(w)) =2i+ 1,untuki = 1,2, ..., n.
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_ (n+ 1,untuki =0,
fu) = {21 ,untuki = 1,2, ..., n.
Fu) = {21 + 1,untuki=12,..,n—1,
1 ,untuk i = n.

Dengan mudah dapat diverifikasi bahwa titik berjarak satu memiliki mutlak selisih label minimal
dua dan titik berjarak dua memiliki mutlak selisih label minimal satu, artinya fungsi f memenuhi
aturan pelabelan L(2,1). Terbukti bahwa A,,(2Mr,) < 2n + 2. Karena 1,,(2Mr,) = 2n + 2
dan A;1(2Mr,) < 2n+ 2, maka 1, ,(2Mr,) =2n+ 2. m

Teorema 3. Untuk setiap n > 2, graf splitting dari graf bintang (Spl(K;,)) memiliki
221 (Spl(Kyyn)) = 2n+ 1.

Bukti. Graf splitting dari graf bintang Spl(K;,) memiliki himpunan titik dan sisi berturut-turut
yaitu  V(Spl(Kipn)) = wili = 0,1, U li=0,1,..,n}  dan  E(Spi(Kyn)) =
{vovi, vovili = 1,2, ...,n} U {vgv;|i = 1,2,...,n}. llustrasi penotasian titik dan sisi pada graf
splitting dari graf bintang Sp!(K ,,) dapat dilihat pada Gambar 3.

Vi VU V3 Uy vy

Gambar 3. Graf splitting dari graf bintang Spl(K; ,,)

Akan ditunjukkan bahwa Azll(Spl(Kljn)) > 2n + 1. Pandang bahwa salah satu subgraf dari graf
splitting dari graf bintang Spl(K; ,,) adalah graf bintang S,,. Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma
2 diperoleh bahwa A, (Spl(Kyy)) = A51(S2n) = 2n + 1, sehingga A, 1 (Spl(Ky,)) = 2n + 1.
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa Azjl(Spl(Kljn)) < 2n + 1 dengan mengkontruksi fungsi
yang memenuhi kaidah pelabelan L(2,1). Definisikan fungsi f: V(Spl(KLn)) - {0,1,...,.2n + 1}
sebagai berikut.

,untuki = 0,
flv) = {l + 1,untuki =1,2,..

untuk i = 0,
fv) = {n+L+1untukl—12

Perhatikan selisih label titik berjarak satu yaitu |f(vy) — f(v)| = 10— + 1)| = 2, |[f(vy) —
fWHl=10—+i+1)| =2, dan |f(wy)—fW)l=11—-m+i+1)|=2untuk i=
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1,2, ...,n. Selanjutnya, selisih label untuk titik berjarak dua yaitu |f(vy) — f(v)) =10 —1] =1
dan [f(v)) — f(w)| =1+ 1) — (n+ i+ 1)| = 1. Berdasarkan uraian tersebut, terbukti bahwa
fungsi f memenuhi kaidah pelabelan L(2,1). Terbukti bahwa Az,l(Spl(KLn)) < 2n + 1, sehingga
221(Spl(K1n)) =2n+1.m

4 KESIMPULAN
Penelitian ini menyimpulkan bahwa nilai minimum span pelabelan L(2,1) pada tiga kelas
graf yaitu graf petasan (£, ), graf mushroom ganda (2Mr,), dan graf splitting dari graf bintang

(Spl(Kl,n)) berhasil ditentukan melalui pendekatan deskriptif aksiomatik yang memanfaatkan

karakteristik struktural tiap graf serta pola pelabelan yang konsisten dengan aturan jarak. Hasil
analisis menunjukkan bahwa graf petasan memenubhi (Az_l(Fm,n) =n + 1), graf mushroom ganda
memenuhi  (4,,(2Mn,) = 2n+ 2), dan graf splitting dari graf bintang memenunhi

(121 (Spl(KLn)) = 2n+1). Temuan ini menegaskan bahwa struktur graf memiliki peran

penting dalam menentukan pola pelabelan optimal dan memberikan kontribusi signifikan pada
pengembangan teori pelabelan graf, khususnya dalam konteks pelabelan L(2,1), sekaligus
membuka peluang penelitian lanjutan pada kelas graf lain yang lebih kompleks maupun aplikasi
praktis pada penataan frekuensi jaringan komunikasi.
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