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ABSTRAK

Penelitian ini membahas penerapan pelabelan L(2,1) pada tiga kelas graf khusus, yaitu graf
kerucut (Cp,.r), graf timbangan (S, (Cp,)), dan graf buku segitiga pendant (K P, ; ,) dengan tujuan
menentukan nilai bilangan pelabelan minimum 4, ,(G) untuk masing-masing graf. Pelabelan
L(2,1) merupakan fungsi yang memberikan label bilangan bulat non-negatif pada setiap titik graf
sehingga dua titik yang berjarak satu memiliki perbedaan label minimal 2, sedangkan dua titik
yang berjarak dua memiliki perbedaan label minimal 1. Kajian dilakukan melalui pendekatan
konstruktif dengan membangun skema pelabelan yang memenuhi seluruh syarat serta
memverifikasi optimalitasnya berdasarkan struktur lokal dan global graf. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa 2, 1(Cpn) =m+n+1,251(S,(C)) =n+3, dan A, 1(KPy1,) =n+
3. Penelitian ini memberikan kontribusi teoretis dalam pengembangan kajian pelabelan graf serta
membuka peluang penelitian lanjutan terkait generalisasi pelabelan L(2,1) pada kelas graf yang
lebih kompleks.

Kata kunci:graf buku segitiga pendant, graf kerucut, graf timbangan, pelabelan L(2,1).

1 PENDAHULUAN

Teori graf menempati posisi penting dalam matematika diskret karena mampu
merepresentasikan berbagai fenomena struktural yang muncul pada jaringan kompleks. Pelabelan
graf menjadi salah satu fokus kajian yang terus berkembang, terutama ketika dikaitkan dengan
kebutuhan praktis dalam sistem komunikasi (Prasanna dkk., 2014), pengkodean (Prihandoko dkk.,
2019), kristalografi (Kumar & Vats, 2020), dan ilmu komputer (Vinutha & Arathi, 2017).
Misalkan G adalah graf sederhana yang terhubung, dengan V (G) sebagai himpunan titik dan E (G)
sebagai himpunan sisinya. Pelabelan L(2,1) pada graf G didefinisikan sebagai suatu fungsi
f:V(G) - {0,1, ..., k}, sedemikian sehingga untuk setiap u, v € V(G) berlaku |f(uw) — f(v)| = 2
jikad(u,v) = 1dan |f(u) — f(v)| = 1jika d(u,v) = 2 (Griggs & Yeh, 1992). Nilai k terbesar
disebut dengan span (label terbesar dari pelabelan L(2,1). Setiap graf G jelas memiliki lebih dari
satu span, sehingga topik ini membahas nilai span minimum dari graf G yang dinotasikan dengan
A21(G) (Shao dkk., 2008).

Sejumlah penelitian sebelumnya telah mengkaji berbagai kelas graf untuk menentukan nilai
span minimum pada pelabelan L(2,1). Graf siklus C,, dan graf lintasan B, diketahui memiliki span
minimum yang sama, yaitu sebesar 4. Graf bintang S,, serta graf roda W,, memiliki span minimum
sebesar n + 1 sesuai hasil yang dilaporkan oleh Griggs dan Yeh (1992). Graf Sierpinski S, ,,, untuk
kasus m = 2 dan m = 3 juga tercatat mempunyai span minimum yang identik, yakni 4 (Sagala &
Susiana, 2017). Graf lollipop L., , dan graf pendulum P¥ masing-masing memiliki span minimum
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sebesar 2m — 1) dan k + 1 seperti yang ditunjukkan oleh (Umam dkk., 2022). Kumpulan hasil
lainnya terkait pelabelan L(2,1) dapat dijumpai dalam studi (Fatimah dkk., 2016); Aminulloh &
Afif, 2019; Komarullah, 2020; Halikin & Komarullah, 2022; Komarullah dkk., 2022; Komarullah,
2023; Komarullah dkk., 2025a; dan Komarullah dkk., 2025b).

Penelitian ini bertujuan merumuskan konstruksi pelabelan L(2,1) yang valid dan minimal
pada graf kerucut, graf timbangan, dan graf buku segitiga pendant serta menganalisis karakteristik
A21(G) yang muncul dari masing-masing struktur. Ketiga graf tersebut dipilih karena belum
dianalisis oleh peneliti sebelumnya, serta subgraph dari ketiga graf tersebut sudah diteliti.
Pendekatan konstruktif digunakan untuk membangun skema pelabelan, diikuti verifikasi
matematis yang menilai optimalitas berdasarkan jarak antar titik dan batasan yang berlaku. Hasil
penelitian diharapkan memperkaya khazanah teori pelabelan graf serta menyediakan landasan bagi
eksplorasi lebih lanjut mengenai pelabelan jarak pada graf-graf dengan struktur lebih kompleks.

2 METODE
Penelitian ini menerapkan pendekatan analisis konstruktif untuk menentukan pelabelan

L(2,1) yang minimal pada graf kerucut, graf timbangan, dan graf buku segitiga pendant melalui

pembentukan fungsi pelabelan yang memenuhi syarat selisih label minimal berdasarkan jarak antar

titik serta pembuktian matematis untuk memastikan optimalitasnya. Pelaksanaan penelitian

dirumuskan melalui tahapan sistematis berikut.

a. Menentukan graf yang akan diteliti.

b. Merepresentasikan graf dalam himpunan titik dan sisi untuk memudahkan analisis jarak antar
titik.

c. Membangun fungsi pelabelan yang memenuhi aturan L(2,1) pada graf yang diteliti dengan
order tertentu.

d. Menganalisis pola pelabelan untuk menentukan rumus umum.

e. Menyusun teorema dan melakukan verifikasi melalui pembuktian matematis bahwa pelabelan
yang diperoleh tidak dapat direduksi menjadi span yang lebih kecil.

Dalam membuktikan nilai minimum span dari graf yang diteliti, digunakan beberapa lemma

sebagai berikut.

Lemma 1. (Lum, 2007)

Jika H adalah sebuah subgraf dari G, maka A, 1 (H) < 4, 1(G).

Lemma 2. (Griggs & Yeh, 1992)

Misalkan W, adalah sebuah graf roda dengan n > 2, maka A, ;(W,,) = n + 1.

Lemma 3. (Griggs & Yeh, 1992)

Misalkan K; 1 ,, adalah sebuah graf buku segitiga dengan n > 2, maka /12,1(1(1,1,”) =n+3.

Lemma 4. (Griggs & Yeh, 1992)

Misalkan S, adalah sebuah graf bintang dengan n > 2, maka 4, 1(S,,) = n + 1.

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Bagian ini menyajikan hasil analisis pelabelan L(2,1) pada tiga kelas graf yang memiliki
karakteristik struktural berbeda, yaitu graf kerucut, graf timbangan, dan graf buku segitiga
pendant. Setiap graf dikaji berdasarkan konfigurasi titik dan keterhubungannya untuk menentukan
pola pelabelan yang memenuhi syarat jarak, yakni selisih label minimal 2 untuk titik yang
bertetangga dan minimal 1 untuk titik yang berjarak dua. Analisis dilakukan dengan menyusun
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konstruksi pelabelan yang valid. Kajian pada setiap graf dipaparkan secara sistematis dimulai dari
deskripsi sifat topologinya, kemudian dilanjutkan dengan pembangunan fungsi pelabelan, dan
pembuktian validitasnya.

3.1 Graf kerucut

Graf kerucut dengan order dan ukuran m + n, dinotasikan dengan C,, ,,, adalah graf yang
isomorfis dengan C,, + K,, dengan menghubungkan setiap graf kosong ke setiap titik dari graf
siklus Cp,. Graf kerucut memiliki himpunan titik V(Cp, ) = {a;li € [1,m]} U {b;|j € [1,n]} dan
himpunan sisi E(Cpn) = {ayam, a;a;411i € [1,m — 1]} U {b;a;|i € [1,m],j € [1,m]}. Contoh
dari graf kerucut dapat dilihat pada Gambar 1.

Gambar 1. Graf kerucut

Teorema 1. Misalkan graf kerucut Cp, , dengan m > 3 dan n > 2, maka A1 (Cpp) = m+n+
1.

Bukti. Untuk membuktikan bahwa /12,1(Cm,n) =m+n+ 1, maka harus ditunjukkan bahwa
221(Cun) =m+n+1dan A;1(Cppn) <m+n+ 1. Akan ditunjukkan bahwa A, 1(Cpp) =
m +n + 1. Perhatikan bahwa salah satu subgraf dari graf kerucut adalah graf roda W,,.
Berdasarkan Lemma 2, diperoleh bahwa A, ; (W;,,) = m + 1 dengan titik pusat (titik berderajat m)
dilabeli dengan label 1. Karena pada graf kerucut setiap titik b; untuk j = 1,2, ..., n berjarak dua,
maka f(b;) # f(by) untuk j # k. Akibatnya, dibutuhkan minimal m + n+ 1 label untuk
melabeli graf kerucut C,, ,, sehingga terbukti bahwa /12,1(Cm,n) > m+ n + 1. Selanjutnya akan
ditunjukkan )lz,l(Cm,n) <m+n+ 1dengan membangun fungsi yang memenuhi aturan
pelabelan L(2,1). Misalkan fungsi f:V(Cpn) = {0,1,..,m+n+ 1} didefinisikan sebagai
berikut.

Untuk m ganijil

2i  ,untuki=1,2,.., I%J,

m
f(a;)) ={m+ 1,untuki = [7],

m
2i — 5,untuki = [?] +1,..,m.

0 ,untuk j = 1,
f(bf) - {m +j+ 1,untukj =2,3,..,n.
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Untuk m genap
m
20 ,untuki=1,2, Y

f(a:) 2i—5,untuki=?+1,...,m—1,

m+ 1,untuk i = m.

(0 ,untuk j =1,
f(bf) N {m +j+ 1,untukj =2,3,...,n

Perhatikan bahwa dengan menggunakan fungsi f untuk melabeli graf kerucut C,, ,,, maka label
setiap dua titik bertetangga memiliki selisih minimal dua dan titik yang berjarak dua memiliki
selisih label setidaknya satu. Jelas bahwa fungsi f memenuhi syarat pelabelan L(2,1), sehingga
221(Cun) Sm+n+1.Karena A,,(Cpn) =m+n+1 dan A,,(Cppp) <m+n+ 1, maka
terbukti bahwa A, 1 (Crpp) =m+n+1.m

3.2 Graf timbangan

Graf timbangan dengan order dan ukuran m + 2(n + 1), dinotasikan dengan S,,(C,,,), adalah
graf yang dibangun dari dua buah graf bintang S,,,, dan satu graf siklus C,,, dengan menempelkan
salah satu pendant dari masing-masing graf bintang S,,,, ke salah satu titik pada graf siklus C,,.
Titik dan sisi pada graf timbangan dinotasikan dengan V(S,(C,)) = {a;li € [1,m]} U
{bj|j € [1,n]} U {cklk € [1,n]} dan E(S,(Cn)) = {aibo, asco, aram, a;a;44li € [L m — 1]} U
{bobj|j € [1,n]} U {cocy |k € [1,n]}. Gambar 2 adalah notasi titik dan sisi dari graf timbangan.

as s
Gambar 2. Graf timbangan

Teorema 2. Misalkan graf timbangan S,,(C,,) dengan m = 3 dann > 3, 1,1(S,(C,n)) =n + 3.
Bukti. Pertama, akan ditunjukkan bahwa 2,;(S,(Cn)) = n + 3. Perhatikan titik by, b;, dan
a;dengan j = 1,2, ...,n merupakan graf siklus dengan order n + 1. Diketahui bahwa berdasarkan
Lemma 4, diperoleh A,,(S,+1) = n + 2. Graf bintang memiliki diameter 2, sehingga setiap
labelnya harusnya berbeda. Untuk mendapatkan label minimal, maka titik c, diberi label 1,
sehingga titik c, harus dilabeli dengan label 3,4, ..., n + 3. Terbukti bahwa A, 1(S,(Cp)) = n +
3. Kedua, akan ditunjukkan bahwa 4, 1 (S,(Cn)) < n + 3 yaitu dengan membangun fungsi yang
memenuhi kaidah pelabelan L(2,1) pada graf timbangan. Definisikan fungsi f:V(Sn(Cm)) -
{0,1, ...,n + 3} sebagai berikut.

_ (0 ,untukj =0,
f(bf) - {j + 1,untukj = 1,2, ..., n.
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£lc) = {1 ,untuk k = 0,
k k 4+ 3,untukk = 1,2, ..., n.
Untuk n = 0 mod 3
n+ 2,untuki = 1 mod 3,
f(a) = {2 ,untuk i = 2 mod 3,
4 ,untuk i = 0 mod 3.

n
2
fa) =13
1
4

Untukn = 1 mod 3

4+ 2,untuki = 1mod 3dani # n,
,untuki = 1mod 3dani #n — 2,
,untuki = 1 mod 3dani #n—1,

,untuki =n — 2,
,untuki =n —1,
,untuki = n,

Untuk n = 2 mod 3

n+ 2,untuk i = 1 mod 3,

Flay) = 2 ,untuki = 1 mod 3dani # n,
! 4 ,untuk i = 1 mod 3,

3 ,untuki = n,
Jelas bahwa label setiap titik yang bertetangga memiliki perbedaan label minimal dua dan titik
berjarak dua memiliki perbedaan label minimal satu. Terbukti bahwa fungsi f memenuhi aturan
pelabelan L(2,1), sehingga A, 1(S,(Cp)) < n+3dan 2,41(S,(Cr)) = n + 3. Tebukti bahwa
221(Sn(C)) =n+3.m

3.3 Graf buku segitiga pendant

Graf buku segitiga K; 1 ,, adalah graf yang dibangun dari n graf siklus C; yang ditempelkan
salah satu sisinya menjadi satu. Graf buku segitiga pendant K P, ; ,, adalah modifikasi dari graf
buku segitiga yang isomorfis dengan graf K, ; , + K, dengan menambahkan pendant pada setiap
titik dari . graf buku segitiga. Himpunan titik dan sisi pada graf buku segitiga pendant dinotasikan
sebagai berikut.

V(KPy1n) ={aa'}u{b,b'}u{v,v{li € [1,n]}
E(KPy1,) = {aa’,ab,bb'} U {av;, bv;|i € [1,n]} U {v;v{|i € [1,n]}

Gambar 3 adalah contoh dari graf buku segitiga pendant.

Gambar 3. Graf buku segitiga pendant
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Teorema 3. Misalkan graf buku segitiga pendant KP; 1 ,, dengann = 2, Az,l(KPl,l,n) =m+n+
1.
Bukti. Dengan cara yang sama untuk membuktikan bahwa Az,l(KPl,l,n) =m+n+ 1, maka
harus ditunjukkan A, 4(KP;1,) =m+n+1dan A,,(KP;;,) <m+n+ 1. Pandang bahwa
graf buku segitiga K;,, adalah subgraf dari graf buku segitiga pendant KP; ,,, sehingga
berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 3 diperoleh A,1(KPi1n) = A21(Ki1pn) =m+n+ 1.
Terbukti bahwa A,,(KPy;,) >m+n+1. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa
/12,1(1(1’1,1,71) < m + n + 1 dengan membangun fungsi yang memenuhi aturan pelabelan L(2,1).
Definisikan fungsi f: V(KPy1,) = {1,2,..,m + n + 1} sebagai berikut.
f(a) =0.
f@a) =n+2.
f(b) =n+3.
f®) =1
f(v;)) =i+ 1,untuki =1,2,..,n.
Fob) = {i + 3,untuki=1,2,..,n—1,
t 1 ,untuki =n.
Dengan menerapkan fungsi f pada graf buku segitiga pendant KP; , ,,, diperoleh bahwa setiap
pasangan titik yang saling bertetangga memiliki perbedaan label sekurang-kurangnya dua,
sedangkan titik-titik yang berjarak dua memiliki selisih label minimal satu. Kondisi tersebut
menunjukkan bahwa fungsi f telah memenuhi ketentuan pelabelan L(2,1), sehingga, terbukti
bahwa A, 1(KPy1,) <m+n+ 1. Karena Ay, (KPy 1) =m+n+1dan Ay, (KPyy,) <m+
n + 1, maka terbukti A, 1 (KPy 1) =m+n+1.m

4 KESIMPULAN

Penelitian ini berhasil menerapkan pelabelan L(2,1) pada tiga kelas graf khusus, yaitu graf
kerucut, graf timbangan, dan graf buku segitiga pendant. Melalui pendekatan konstruktif, skema
pelabelan yang diusulkan terbukti memenuhi seluruh ketentuan pelabelan L(2,1) serta
memberikan nilai span minimum yang optimal untuk masing-masing graf. Nilai span minimum
yang diperoleh ialah 2, 1 (Crnn) = m + 1+ 1,2, 1(Sp(Cr)) =n + 3,dan Ay, (KPy 1) =1 + 3.
Penelitian ini berkontribusi dalam memperkaya literatur pelabelan graf serta membuka peluang
untuk pengembangan kajian lanjutan, khususnya generalisasi pelabelan L(2,1) pada kelas graf
yang berbeda.
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