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ABSTRAK  

Graf 𝐺 dengan 𝑝 simpul dan 𝑞 sisi disebut graf rata-rata skolem difference jika setiap simpul dapat 

diberi label berbeda dari himpunan bilangan 1 sampai 𝑝 + 𝑞, dan dari pelabelan itu dapat dibentuk 

pelabelan sisi yang memberi setiap sisi satu nilai unik dari 1 sampai 𝑞. Nilai suatu sisi ditentukan 

dari selisih label kedua simpul yang dihubungkannya. Jika selisih tersebut genap, nilai sisi adalah 

setengah dari selisih mutlaknya. Jika selisihnya ganjil, nilai sisi adalah setengah dari selisih mutlak 

tersebut setelah ditambah satu. Dengan aturan ini, seluruh sisi memperoleh nilai berbeda sehingga 

membentuk pelabelan yang bijektif. Penelitian ini bertujuan menentukan pelabelan rata-rata 

skolem difference pada graf gunung api dan graf (𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛) yang memenuhi aturan pelabelan 

tersebut. Metode yang digunakan meliputi konstruksi kedua graf, pemberian label simpul sesuai 

aturan pelabelan, serta verifikasi kesesuaian selisih dan nilai rata-rata pada setiap sisi. Hasil 

penelitian menunjukkan bahwa kedua graf tersebut dapat dilabeli dengan skema pelabelan rata-

rata skolem difference. Dengan demikian, graf gunung api dan graf (𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛) dikategorikan 

sebagai graf rata-rata skolem difference.  

Kata kunci: graf gunung api, graf 𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛, pelabelan rata-rata skolem difference 

 

 

1 PENDAHULUAN   

Teori graf merupakan cabang penting dalam matematika diskrit yang memiliki peran 

signifikan dalam berbagai bidang, seperti sistem jaringan (Prasanna dkk., 2014), pendidikan 

(Sholehah & Komarullah, 2025), optimasi jaringan (Komarullah & Rosyidah, 2025), kriptografi 

(Prihandoko dkk., 2019), dan pencarian jalur transportasi (Nurfadila dkk., 2025). Salah satu kajian 

yang berkembang pesat dalam teori graf adalah pelabelan graf, yaitu pemberian label bilangan 

bulat kepada simpul atau sisi graf dengan mengikuti aturan tertentu (Halikin & Komarullah, 2022). 

Berdasarkan domainnya, pelabelan graf dibedakan menjadi pelabelan simpul, pelabelan sisi, dan 

pelabelan total. 

Konsep pelabelan rata-rata skolem pertama kali diperkenalkan oleh Balaji dkk. (2007). 

Berdasarkan gagasan tersebut, Murugan dan Subramanian (2011) kemudian mengembangkan 

pelabelan jenis baru yang dikenal sebagai pelabelan rata-rata skolem difference. Pola label yang 

unik pada pelabelan rata-rata skolem difference dapat digunakan dalam kriptografi sebagai 

pembangun kunci untuk menekripsi dan mendekripsi pesan. Misalkan, diberikan graf 𝐺 dengan 

𝑝 menyatakan banyak simpul dan 𝑞 menyatakan banyak sisi pada graf 𝐺. Pelabelan rata-rata 

skolem difference pada graf 𝐺 adalah sebuah fungsi injektif yang didefinisikan 𝑓: 𝑉(𝐺) →
{1, 2, … , 𝑝 + 𝑞} sedemikian sehingga menghasilkan fungsi bijektif 𝑓∗: 𝐸(𝐺) → {1, 2, … , 𝑞}, maka 

𝑓∗(𝑢, 𝑣) =
|𝑓(𝑢)−𝑓(𝑣)|

2
 jika 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) genap dan  𝑓∗(𝑢, 𝑣) =

|𝑓(𝑢)−𝑓(𝑣)|+1

2
 jika 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) 
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ganjil. Graf yang memenuhi pelabelan rata-rata skolem difference disebut graf rata-rata skolem 

difference. 

Beberapa peneliti terdahulu sudah mengkaji beberapa kelas graf yang merupakan graf rata-

rata skolem difference. Murugan dan Subramanian (2011) menunjukkan bahwa graf 𝐻 adalah graf 

rata-rata skolem difference.  Parmar & Vaghela (2019) menunjukkan bahwa graf sapu, graf sisir, 

graf dua bintang, dan graf 𝐾1,3 ∗ 𝐾1,𝑛 adalah graf rata-rata skolem difference. Selanjutnya, Fajria 

dkk. (2023) membuktikan bahwa graf H-bintang 𝐻(𝑆𝑛) juga merupakan graf rata-rata skolem 

difference. Namun, sejauh ini kajian yang secara khusus membahas pelabelan rata-rata skolem 

difference pada graf gunung api dan graf (𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛) masih belum ada.  

Berdasarkan telaah literatur dan kesenjangan penelitian yang masih ada, penelitian ini 

dilakukan untuk menelaah keberadaan fungsi pelabelan rata-rata skolem difference pada graf 

gunung api dan graf (𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛) sekaligus mengonstruksi bentuk pelabelannya secara eksplisit. 

Dengan demikian, tujuan utama penelitian ini adalah mengkaji dan membuktikan bahwa graf 

gunung api dan graf (𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛) dapat diberi pelabelan rata-rata skolem difference menggunakan 

suatu konstruksi tertentu yang valid secara matematis. 

 

 

2 METODE   

Penelitian ini menggunakan pendekatan teoretis melalui analisis struktur graf dan konstruksi 

pelabelan secara langsung. Tahapan penelitian diawali dengan mendefinisikan secara formal 

karakteristik graf gunung api dan graf (𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛). Pada tahap ini dilakukan penyusunan struktur 

graf, penentuan himpunan simpul dan sisi, serta identifikasi keterhubungan antarsimpul untuk 

memperoleh representasi matematis kedua graf secara lengkap. Setelah konstruksi graf terbentuk, 

langkah berikutnya adalah memberikan label pada setiap simpul menggunakan himpunan bilangan 

bulat {1, 2, … , 𝑝 + 𝑞} sesuai definisi pelabelan rata-rata skolem difference. Pemberian label 

dilakukan secara sistematis untuk memastikan pemetaan bersifat injektif dan memungkinkan 

terbentuknya pelabelan sisi yang memenuhi kriteria nilai unik dari 1 sampai 𝑞 sesuai aturan 

pelabelan rata-rata skolem difference. 

Verifikasi dilakukan dengan memeriksa bahwa setiap sisi memperoleh nilai berbeda, tidak 

terjadi pengulangan, dan seluruh nilai dalam rentang 1 sampai 𝑞 tercakup. Selain itu, dilakukan 

analisis konsistensi antara konstruksi label simpul, nilai selisih, serta karakteristik struktur graf 

untuk memastikan bahwa pelabelan memenuhi definisi graf rata-rata skolem difference. Melalui 

proses konstruksi, perhitungan selisih, dan verifikasi tersebut, diperoleh pembuktian bahwa graf 

graf gunung api dan graf (𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛) dapat diberikan pelabelan rata-rata skolem difference. Metode 

ini sepenuhnya bersifat analitik dengan mengandalkan penurunan matematis dan pemeriksaan 

struktur graf tanpa melibatkan eksperimen komputasional. 

 

 

3 HASIL DAN PEMBAHASAN   

Bagian ini menyajikan hasil konstruksi pelabelan rata-rata skolem difference pada graf 

gunung api dan graf (𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛)  berdasarkan metode yang telah dijelaskan sebelumnya. Analisis 

dilakukan dengan menelusuri struktur masing-masing graf, memberikan penomoran pada simpul, 

serta menghitung nilai sisi sesuai aturan selisih skolem difference. Dengan demikian, bagian ini 

memberikan penjelasan komprehensif mengenai pembuktian masing-masing graf dapat 

dikategorikan sebagai graf rata-rata skolem difference melalui proses konstruksi dan verifikasi 

yang sistematis. 
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a. Graf gunung api 

Graf gunung api 𝑉𝑛 dengan order 𝑛 dan ukuran 𝑛 + 3 adalah graf yang dibangun dari graf 

siklus 𝐶3 dan graf bintang 𝑆𝑛 dengan menempelkan simpul pusat graf bintang (simpul berderajat 

𝑛) dengan salah satu simpul pada graf siklus 𝐶3 (Dafik dkk., 2023). Graf gunung api 𝑉𝑛 memiliki 

himpunan simpul 𝑉(𝑉𝑛) = {𝑢𝑖|𝑖 = 1, 2, 3} ∪ {𝑣𝑗|𝑗 = 1, 2, … , 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝑉𝑛) =

{𝑢1𝑢2, 𝑢2𝑢3, 𝑢3𝑢1} ∪ {𝑢1𝑣𝑗|𝑗 = 1, 2, … , 𝑛}. Gambar 1 adalah contoh penotasian simpul dan sisi 

pada graf gunung api. 

 

 Gambar 1. Graf gunung api 𝑉𝑛 

 

Teorema 1. Untuk setiap 𝑛 ≥ 1, graf gunung api 𝑉𝑛 adalah graf rata-rata skolem difference. 

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa graf gunung api 𝑉𝑛 adalah graf rata-rata skolem difference yaitu 

dengan mendefinikan fungsi pelabelan yang memenuhi syarat pelabelan rata-rata skolem 

difference. Definisikan fungsi injektif 𝑓: 𝑉(𝑉𝑛) → {0, 1, 2, … ,2𝑛 + 6} sebagai berikut. 

𝑓(𝑢𝑖) = {
𝑖           , untuk 𝑖 = 1, 2,
2𝑛 + 6, untuk 𝑖 = 3.     

 

𝑓(𝑣𝑗) = 2𝑗 + 2, untuk 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛. 

Jika 𝑓∗ merupakan pelabelan sisi yang diinduksi dari 𝑓, maka 

𝑓∗(𝑢1𝑢2) = 1. 
𝑓∗(𝑢2𝑢3) = 𝑛 + 2. 
𝑓∗(𝑢1𝑢3) = 𝑛 + 3. 

𝑓∗(𝑢1𝑣𝑗) = 𝑗 + 1, untuk 𝑗 = 1,2, … , 𝑛. 

 Dengan mudah dapat diketahui bahwa label setiap sisi yang terinduksi dari label simpul 

bersifat bijektif, sehingga fungsi pelabelan 𝑓 dan 𝑓∗ memenuhi syarat pelabelan rata-rata skolem 

difference. Terbukti bahwa graf gunung api 𝑉𝑛adalah graf rata-rata skolem difference.■ 

Sebagai contoh, Gambar 2 adalah pelabelan rata-rata skolem difference pada graf gunung api 𝑉5. 
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Gambar 2. Pelabelan rata-rata skolem difference pada graf gunung api 𝑉5 

b. Graf 𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛 

Misalkan 𝐺 dan 𝐻 adalah graf terhubung dan 𝑢 ∈ 𝑉(𝐻). Operasi comb dari graf 𝐺 dan graf 𝐻 

dinotasikan dengan 𝐺 ⊳ 𝐻 adalah graf yang dibentuk dengan mengambil satu salinan 𝐺 dan 

|𝐺| salinan dari 𝐻 selanjutnya melekatkan simpul 𝑢 dari masing-masing graf 𝐻 salinan ke-𝑖 pada 

simpul ke-𝑖 dari graf 𝐺 (Chartran dan Zhang, 2008).  

 

Teorema 2. Untuk setiap 𝑛 ≥ 1, graf 𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛 adalah graf rata-rata skolem difference. 

Bukti. Langkah pertama untuk menunjukkan bahwa graf 𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛 adalah graf rata-rata skolem 

difference yaitu dengan menotasikan himpunan simpul dan sisi pada graf 𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛. Penotasian 

himpunan simpul dan sisi pada graf 𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛 adalah sebagai berikut. 

𝑉(𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛) = {𝑢𝑖|𝑖 = 1, 2, 3} ∪ {𝑣𝑗
𝑖|𝑖 = 1, 2, 3 dan 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛} 

𝐸(𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛) = {𝑢1𝑢2, 𝑢2𝑢3. 𝑢3𝑢1} ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑗
𝑖|𝑖 = 1, 2, 3 dan 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛} 

Gambar 3 merupakan ilustrasi penotasian simpul dan sisi pada graf 𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛 

 
  

Gambar 3. Graf 𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa terdapat fungsi 𝑓 dan 𝑓∗ yang memenuhi kaidah pelabelan 

rata-rata skolem difference pada graf 𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛. Definisikan fungsi 𝑓: 𝑉(𝐶3 ⊳ 𝑆𝑛) → {1, 2, … ,6𝑛 +
6} sebagai berikut. 

𝑓(𝑢𝑖) = {
𝑖           , untuk 𝑖 = 1, 2,
6𝑛 + 6, untuk 𝑖 = 3.     

 

Untuk 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛. 

𝑓(𝑣𝑗
𝑖) = {

2𝑗 + 2            , untuk 𝑖 = 1,
2(𝑛 + 𝑗) + 3, untuk 𝑖 = 2,
2𝑗 + 3            , untuk 𝑖 = 3.

 

Jika 𝑓∗ merupakan pelabelan sisi yang diinduksi dari 𝑓, maka 

𝑓∗(𝑢1𝑢2) = 1. 
𝑓∗(𝑢2𝑢3) = 3𝑛 + 2. 
𝑓∗(𝑢1𝑢3) = 3𝑛 + 3. 
Untuk 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛. 

𝑓(𝑣𝑗
𝑖) = {

𝑗 + 1         , untuk 𝑖 = 1,
𝑛 + 𝑗 + 1  , untuk 𝑖 = 2,
3𝑛 − 𝑗 + 2, untuk 𝑖 = 3.
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Berdasarkan fungsi di atas, diketahui bahwa fungsi 𝑓 injektif dan 𝑓∗ bersifat bijektif. Terbukti 

bahwa fungsi tersebut memenuhi kaidah pelabelan rata-rata skolem difference, sehingga graf 𝐶3 ⊳
𝑆𝑛 adalah graf rata-rata skolem difference. ∎ 

Sebagai contoh, Gambar 4 adalah pelabelan rata-rata skolem difference pada graf 𝐶3 ⊳ 𝑆5. 
 

 
 

Gambar 4. Pelabelan rata-rata skolem difference pada graf 𝐶3 ⊳ 𝑆5 

 

 

4 KESIMPULAN   

Penelitian ini berhasil menunjukkan bahwa baik graf gunung api  maupun graf 𝐶3 ⊳ 𝑆5  

memenuhi karakteristik sebagai graf rata-rata skolem difference. Melalui konstruksi fungsi 

pelabelan yang bersifat injektif pada himpunan simpul serta verifikasi nilai pelabelan sisi yang 

diinduksi dari selisih label simpul, diperoleh bahwa seluruh sisi pada kedua graf memiliki nilai 

unik dalam rentang 1 sampai 𝑞 dengan 𝑞 banyak sisi pada graf, sehingga memenuhi syarat bijektif. 

Hasil ini menegaskan bahwa struktur kedua graf memungkinkan pembentukan pelabelan rata-rata 

skolem difference yang valid dan konsisten dengan definisi formalnya. Temuan ini menambah 

daftar kelas graf yang terbukti memiliki pelabelan rata-rata skolem difference serta membuka 

peluang eksplorasi lebih lanjut pada kelas graf lainnya. Kajian lanjutan dapat diarahkan pada 

perluasan karakteristik pelabelan, analisis pola umum konstruksi pelabelan, maupun penerapan 

pelabelan ini dalam konteks komputasi dan jaringan. 
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