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ABSTRAK

Penelitian ini membahas penerapan pelabelan L(3,1) pada beberapa graf khusus, yaitu graf pohon
pisang (B, ), graf kembang api (F,, ,,), dan graf peach (C*). Pelabelan L(3,1) merupakan bentuk
khusus dari pelabelan L(h, k), dengan aturan bahwa setiap pasangan simpul yang berjarak satu
memiliki perbedaan label sekurang-kurangnya tiga, sedangkan pasangan simpul yang berjarak dua
memiliki perbedaan label sekurang-kurangnya satu. Tujuan penelitian ini adalah menentukan pola
pelabelan yang memenuhi ketentuan tersebut dan memperoleh nilai rentang minimum (span) pada
masing-masing graf. Metode yang digunakan adalah analisis deduktif matematis melalui
konstruksi pelabelan dan pembuktian teoretis. Hasil penelitian menunjukkan bahwa untuk graf
pohon pisang (B, ), dengan m < n — 4, diperoleh A5, (B,,,) = n + 1, untuk graf kembang api
(Fnn) dengan n > 7 dan m > 2, diperoleh A3, (F,,,) = n + 1, sedangkan untuk graf peach (CI")
dengan n >4 dan m > 4, diperoleh 23,(Cy') = m + 4. Hasil penelitian ini diharapkan dapat
menjadi dasar bagi pengembangan lebih lanjut dalam studi pelabelan L(h, k) pada graf hasil
operasi gabungan dan aplikasi jaringan komunikasi nirkabel.

Kata kunci: teori graf, pelabelan L(3,1), graf pohon pisang, graf kembang api, graf peach.

1 PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang penting dalam matematika diskrit yang memiliki
peranan luas dalam berbagai bidang ilmu pengetahuan dan teknologi. Dalam penerapannya, teori
graf merepresentasikan objek dengan titik dan hubungan antar objek dengan sisi. Salah satu topik
yang menarik dalam teori graf adalah pelabelan graf (graph labeling), yaitu pemberian label
berupa bilangan atau simbol pada elemen-elemen graf (simpul maupun sisi) dengan aturan tertentu
(Gallian, 2022). Studi mengenai pelabelan graf tidak hanya bersifat teoretis, tetapi juga memiliki
aplikasi praktis, khususnya dalam pengalokasian frekuensi radio, kriptografi (Sudarsana dkk.,
2021), serta jaringan komputer (DurgaPrasad dkk., 2017).

Salah satu jenis pelabelan yang banyak dikaji adalah pelabelan L(h, k), yang diperkenalkan
oleh Griggs dan Yeh (1992) dalam konteks penghindaran interferensi frekuensi pada jaringan
komunikasi. Dalam pelabelan L(h, k), setiap pasangan simpul yang berjarak satu diberi label yang
berbeda sekurang-kurangnya sebesar h, sedangkan pasangan simpul yang berjarak dua unit diberi
label berbeda sekurang-kurangnya sebesar k. Aturan ini bertujuan untuk memastikan agar dua
simpul yang berdekatan tidak menggunakan frekuensi yang terlalu mirip sehingga dapat
menimbulkan interferensi. Salah satu variasi penting dari konsep tersebut adalah pelabelan L(3,1).
Misalkan G adalah graf terhubung sederhana dengan himpunan simpul V(G). Pelabelan L(3,1)
pada graf G didefinisikan oleh fungsi f:V(G) — {0, 1, ..., k} untuk setiap a,b € V(G) berlaku
|f(a) — f(b)| = 3 jikad(a,b) =1dan |[f(a) — f(b)| =1 jika d(a,b) = 2. Nilai minimum k
pada fungsi f dinotasikan dengan A;;(G) (Ghosh & Pal, 2016). Pelabelan L(3,1) memiliki
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kompleksitas yang lebih tinggi dibanding pelabelan L(2,1), karena rentang label yang digunakan
menjadi lebih luas untuk memenuhi syarat perbedaan label antar simpul. Penelitian mengenai
pelabelan L(3,1) menjadi relevan karena memberikan model yang lebih realistis dalam
perancangan sistem komunikasi yang memerlukan tingkat keamanan dan kestabilan frekuensi
lebih tinggi.

Beragam penelitian sebelumnya telah menelaah konsep pelabelan L(h, k) dalam berbagai
konteks graf. Griggs dan Yeh (1992) merupakan peneliti yang pertama kali memperkenalkan
pelabelan L(2,1) serta mengaplikasikannya pada beberapa kelas graf seperti graf lintasan, graf
siklus, graf bintang, dan graf roda. Kajian serupa kemudian dikembangkan oleh sejumlah peneliti
lain yang menerapkan pelabelan L(2,1) pada berbagai jenis graf, di antaranya graf kipas (Fatimah
dkk., 2016), graf Sierpinski (Sagala & Susiana, 2017), graf lolipop dan graf pendulum (Umam
dkk., 2022), graf kerucut dan graf kecebong (Komarullah dkk., 2022), graf persahabatan (Halikin
& Komarullah, 2022), graf gurita dan graf ubur-ubur (Komarullah, 2023), serta graf dumbbell
(Komarullah dkk., 2025) Sementara itu, penelitian mengenai pelabelan L(3,1) masih relatif
terbatas. Beberapa di antaranya mencakup penerapan pada graf lintasan, graf siklus, graf lengkap,
graf bipartit, graf bintang, graf bistar (Ghosh & Pal, 2016), graf supercycle (Febryani dkk., 2023),
graf hasil operasi comb antara graf bintang dan graf siklus (Aini dkk., 2025), graf kecebong, graf
lolipop (Komarullah, 2025a), graf pendulum dan graf ilalang (Komarullah, 2025b).

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis dan menentukan pola pelabelan L(3,1) pada
beberapa jenis graf khusus (graf pohon pisang, graf kembang api, dan graf peach), serta
mengidentifikasi nilai minimum rentang label yang mungkin dicapai. Hasil analisis ini diharapkan
dapat memberikan kontribusi bagi pengembangan teori pelabelan graf serta penerapannya dalam
bidang teknologi informasi, khususnya dalam optimalisasi alokasi sumber daya frekuensi pada
jaringan komunikasi nirkabel.

2 METODE

Penelitian ini merupakan penelitian teoretis matematis dengan pendekatan deduktif berbasis
konstruksi dan pembuktian formal. Penelitian ini bersifat eksploratif matematis karena bertujuan
menelaah dan menemukan pola pelabelan L(3,1) pada graf yang belum diteliti sebelumnya. Objek
penelitian meliputi tiga jenis graf, yaitu graf pohon pisang, graf kembang api, dan graf peach.
Tahapan penelitian diawali dengan kajian literatur dan penelusuran konsep dasar pelabelan L(3,1),
untuk memperoleh landasan teoritis. Selanjutnya dilakukan pendefinisian formal dari setiap graf,
termasuk himpunan titik (V(G)) dan himpunan sisi (E(G)). Proses analisis dilakukan dengan
mengonstruksi pelabelan yang memenuhi ketentuan pelabelan L(3,1) untuk setiap graf, kemudian
menentukan nilai rentang minimum atau span. Setelah pelabelan diperoleh untuk graf berorde
kecil, dilakukan generalisasi menggunakan metode induksi matematika atau observasi pola
rekursif. Hasil pelabelan kemudian diverifikasi melalui pembuktian deduktif untuk memastikan
kebenaran dan minimalitasnya, serta divalidasi dengan membandingkan hasil yang diperoleh
terhadap penelitian terdahulu pada pelabelan L(3,1).

Dalam membuktikan teorema yang dihasilkan dalam penelitian ini, peneliti memanfaatkan
beberapa lemma berikut.
Lemma 1. Jika H adalah subgraf dari graf G, maka A5 ; (H) < 43,(G) (Ghosh & Pal, 2016).
Lemma 2. Untuk setiap n > 2,43,(S,) = n + 2 (Ghosh & Pal, 2016).
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3 HASIL DAN PEMBAHASAN
Hasil penelitian ini memaparkan penerapan pelabelan L(3,1) pada tiga jenis graf khusus,

yaitu graf pohon pisang (B, ), graf kembang api (F,, ), dan graf peach (C;).
3.1 Graf Pohon Pisang

Graf pohon pisang dengan order mn + 1 dan ukuran mn dinotasikan dengan B,,, ,, adalah graf
yang dibangun dengan menguhubung setiap daun pada graf bintang S,,, dengan salah satu daun dari
graf bintang S,_;. Graf pohon pisang memiliki himpunan titik V(Bm,n) = {vy} U
{v/|i=0,1,..,n—1danj = 1,2, ...,m} dan himpunanssisi E(B,, ,) = {vov{|j = 1,2, ...,m} U
{vlvl![i=0,1,..,n—1danj = 1,2,..,m}. Gambar 1 adalah contoh dari graf pohon pisang.

vy

Gambar 1. Graf pohon pisang

Teorema 1. Jika B, ,,, adalah graf pohon pisang dengan m < n — 4, maka /13,1(Bm,n) =n+1
Bukti. Untuk membuktikan bahwa A5;(Bn,)=n+1, maka harus ditunjukkan bahwa
231(Bmn) =1+ 1dan A3;(Bpn,) < n+ 1. Perhatikan bahwa graf bintang (S,_;) merupakan
subgraf dari graf pohon pisang (Bm,n). Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2, diperoleh bahwa
A31(Bmn) = A31(Sp—1) =n+ 1. Terbukti bahwa A34(Bnn) =n+ 1. Selanjutnya akan
ditunjukkan bahwa As1(By,,) <n+ 1 dengan mengontruksi fungsi yang memenuhi aturan
pelabelan L(3,1). Definisikan fungsi f:V(By,,) = {0,1, ..., n + 1} sebagai berikut.
f(vg) =n+1.
f(v({) = 0,untukj =1,2,..,m.
Untukj =1,2,..,m

j i+j+1 ,untuki =1,2,...,n—],
f(vi) ={—n+i+j+2,untuki =n—jn—j+1,..,n—-1
Perhatikan bahwa setiap titik berjarak satu memiliki beda label minimal 3 dan setiap titik berjarak
dua memiliki beda label minimal 1. Terbukti bahwa fungsi f memenuhi aturan pelabelan
L(3,1), sehingga A3 1 (Byr) <n + 1. Karena A3 1 (Bp,) = n+ 1 dan A3;(By,) <1+ 1, maka
231(Bpmn)=n+1.m
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3.2 Graf Kembang Api

Graf kembang api dengan order mn dan ukuran mn — 1 dinotasikan dengan F,, ,, adalah graf
yang dibangun dari menempelkan salah satu daun dari graf bintang S,,_ ke setiap titik graf lintasan
P,. Graf kembang api memiliki himpunan titik V(F,,)={v/|i=0,1,..,n—1danj =
1,2,..,m} dan himpunan sisi E(Fy,) = {v/v/*"|j =1,2,...m—1}ulv/|i=12,..,n—
ldanj = 1,2, ..., m}. Gambar 2 adalah contoh dari graf kembang api.

V4

Gambar 2. Graf kembang api

Teorema 2. Jika F,, ,, adalah graf kembang api dengann > 7 danm > 2, maka A3 1 (F,,) = n +
1.
Bukti. Dengan cara yang sama akan ditunjukkan bahwa /13,1(Fm,n) > n + 1. Pandang bahwa graf
bintang S,,_, adalah subgraf dari graf kembang api F,, ,. Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2
diperoleh bahwa /’13,1(Fm,n) > A31(Sp—1) =n+ 1. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
23,1(Fm,n) < n+ 1 yaitu dengan mengkontruksi fungsi untuk melabeli setiap titik pada graf
gunung api F,, ,,. Definisikan fungsi f: V(F,,) = {0, 1, ...,n + 1} sebagai berikut.
0 ,untukj =1mod 4,
j\ _ )n—2,untukj = 2 mod 4,
f(vl) ~ )1 ,untukj =3 mod 4,
n — 3,untuk j = 0 mod 4.

f(vg) =n+ l,untukj=1,2,..,m.

Untuk j = 1 mod 4

f(vij) =i{—1,untuki=2,3,..,n— 1.
Untuk j = 2 mod 4

f(v])=i-2untuki=2,3,..,n— 1.
Untuk j = 3 mod 4

iy _ (iuntuki=2,3,..,n—2,
f(vi) - {O,untuki =n-—1.
Untuk j = 0 mod 4
iy _ (i—2,untuki =2,3,..,n—2,

f(vl') B {n—Z,untuki =n-—1.
Dapat diverifikasi bahwa fungsi f memenuhi aturan pelabelan L(3,1), sehingga 13,1(Fm,n) <n-+
1. Karena A3 1(Fppn) =n+1dan 231 (Fpp) <n+1,makads (Fpy) =n+1.m
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3.3 Graf Peach

Graf peach dengan order dan ukuran m + n adalah graf yang dibangun dari graf bintang S,
dan graf siklus C,, dengan menempelkan titik pusat graf bintang (titik berderajat m) dengan salah
satu titik pada graf siklus. Himpunan titik dan sisi graf peach yaitu : V(CI*) = {u;;i =
1,2,..,n}u {vj;j =12, ...,m} dan E(C) ={wu,, wu;4q;i=1,2,...,n—1} U {ulvj;j =
1,2, m} Gambar 3 adalah contoh dari graf peach.

vy Va V3 Uy

Gambar 3. Graf peach

Teorema 3. Jika C;* adalah graf peach dengan n > 4 dan m > 4, maka A5 ; (C;') = m + 4.
Bukti. Dalam menunjukkan nilai minimum span pada graf peach, maka akan ditunjukkan batas
bawah dan batas atas pelabelan L(3,1) pada graf peach. Perhatikan bahwa graf bintang
Sm+2 Merupakan subgraf dari graf peach. Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2, diperoleh
A31(CY) = A31(Sm42) = m + 4, sehingga A3 ;(C7') = m + 4. Selanjutnya definisikan fungsi
iV - {0,1, ..., m + 4} yang dipecah menjadi empat kasus sebagai berikut.
1. Kasusn =4

i—1

fu) =4, *
> + 3, untuk i genap.

_ (3 ,untukj =1,
f(vf) - {j + 4,untukj =2,3,...,m.

,untuk i ganjil,

2. Kasusn =1mod3dann # 4
0,untuki = 1 mod 3dani # n,
6,untuk i = 2 mod 3,
3,untuk i = 0 mod 3,
7,untuki = rli

j+ 2,untukj =1,2,3,
fv) = {j + 4,untuk j = 4,5, ..., m.

flu) =

3. Kasusn =2mod 3
O,untuki =1mod3dani #n—1,
6,untuki =2 mod 3dani # n,
f(u;) =14 3,untuk i = 0 mod 3,
7,untuki =n—1,
4, untuk i = n. .
2j +1,untukj =1, 2,
f(w) = {7 !

j+4 ,untukj = 3,4, ...,m.
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4, Kasusn = 0mod 3
O,untuki =1mod 3dani #n — 2,
6,untuki = 2mod 3dani #n — 1,
3,untuki = 0 mod 3dani # n,
7,untuki =n — 2,
1,untuki =n — 1.
4,untuk i = n. y

2j+ 1,untukj =1,2,
flw) = {7 ’

flu) =

Jj+4 ,untukj = 3,4, ..., m.

Perhatikan bahwa berdasarkan fungsi f setiap titik berjarak satu dan berjarak dua pada graf peach
berturut-turut memiliki beda label minimal 3 dan 1. Sehingga, terbukti bahwa A3 ; (C}*) < m + 4.
Karena A3, (C") =2 m+4dan A3, (C") < m+ 4, maka 131 (C") =m +4.m

4 KESIMPULAN

Berdasarkan hasil analisis pelabelan L(3,1) pada beberapa graf khusus, yaitu graf pohon
pisang (B, ), graf kembang api (Fy, ), dan graf peach (CI), diperoleh hasil bahwa setiap graf
memiliki nilai bilangan pelabelan yang bergantung pada struktur dan keterhubungan antar
simpulnya. Untuk graf pohon pisang dengan dengan m < n — 4, diperoleh 25, (B,,,) =n+ 1.
Pada graf kembang api (F,,)dengan dengan n>7 dan m > 2, nilai pelabelannya adalah
Agll(len) =n+ 1. Sedangkan untuk graf peach (C}*) dengan n >4 dan m > 4, diperoleh
A31(Cy) = m + 4. Temuan ini menunjukkan bahwa karakteristik topologi graf berperan penting
dalam menentukan rentang minimum pelabelan L(3,1). Selain itu, hasil penelitian ini dapat

menjadi dasar pengembangan teori pelabelan lanjutan pada graf dengan struktur yang lebih
kompleks atau hasil operasi antar graf.
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